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Paquets stables des se´ries discre`tes accessibles par
endoscopie tordue; leur parame`tre de Langlands
C. Mœglin
1 Introduction
Suite aux travaux de J. Arthur en particulier [6], on sait que la classification
de Langlands des repre´sentations tempe´re´es des groupes classiques s’obtient en
utilisant l’endoscopie tordue. Ceci est conforme a` la philosophie de Langlands,
l’endoscopie tordue se comprend via la fonctorialite´ et elle doit donc respecter les
paquets stables de repre´sentations tempe´re´es. Comme l’un des coˆte´s est le groupe
GL(n) pour lequel la classification de Langlands est connue, l’autre coˆte´ s’ex-
prime avec cette classification et on voit avec de l’alge`bre line´aire e´le´mentaire que
les groupes endoscopiques tordues se se´parent suivant qu’ils sont orthogonaux
ou symplectiques et c’est ainsi que [6] obtient la classification de Langlands pour
les groupes symplectiques et orthogonaux (du moins le parame`tre du paquet et
il faut toute l’endoscopie de´veloppe´e en [6] pour avoir tout le parame`tre) ; les
groupes unitaires se distinguent aussi (avec les fonctions L d’Asai) (les me´thodes
de [6] sont reprises dans ce cadre par [25]) ; les groupes GSpin s’obtiennent aussi
de cette fac¸on (ceci a e´te´ explique´ en [4]). Il se peut que d’autres situations avec
des changements de base s’obtiennent aussi ainsi et c’est pour cela que l’on veut
pre´senter ici les arguments les plus simples et les plus ge´ne´raux pour arriver a`
ce re´sultat.
La preuve de ce re´sultat, pre´sente´e ici, est essentiellement locale ; la seule
partie globale est le fait qu’une identite´ de caracte`res entre repre´sentations el-
liptiques qui est satisfaite pour les fonctions dont les inte´grales orbitales sont
nulles sur les e´le´ments non elliptiques se prolonge en une identite´ de caracte`re
(sans restriction de support), re´sultat de´montre´ dans le cas non tordu en [2].
Ce re´sultat ne´cessite la formule des traces simple et sa stabilisation : il faut en
effet de´montrer qu’une telle identite´ de caracte`re se prolonge en une identite´ de
caracte`re quitte a` y ajouter des repre´sentations induites a` partir de sous-groupes
paraboliques propres, c’est la me´thode de [2]. Et c’est a` cet endroit qu’on utilise
la formule des traces. Ensuite des me´thodes locales permettent d’enlever ces
repre´sentations supple´mentaires. Cette me´thode a e´te´ explique´e en [32] (reprise
en [20]) et on l’e´crira en toute ge´ne´ralite´ pour les besoins de la stabilisation de
la formule des traces tordues dans [22]. Un tel re´sultat est un pre´liminaire a`
toute classification a` la Langlands des repre´sentations tempe´re´es ([6] et [25] en
de´pendent) ; et le but de cet article est d’exploiter comple`tement un tel re´sultat.
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On ne peut pas dire que les me´thodes ci-dessous soient re´ellement diffe´rentes
de celles de [6] mais elles sont plus axe´es sur la the´orie des repre´sentations et on
obtient donc des conse´quences plus fines en the´orie des repre´sentations.
On a clairement distingue´ ce qui peut se de´montrer avec le re´sultat de pro-
longement de l’identite´ de caracte`res explique´ ci-dessus et des proprie´te´s a` peu
pre`s e´le´mentaires de the´orie de repre´sentation, de ce qui ne´cessite l’introduction
du L-groupe et qui est surtout de l’alge`bre line´aire e´le´mentaire. Le lien entre les
deux est la doubling method (cf. ci-dessous) qui elle n’est pas e´le´mentaire. Plus
pre´cise´ment, la classification cherche´e peut se de´composer en deux e´tapes.
Dans la premie`re partie, on de´montre qu’e´tant donne´ π une se´rie discre`te
d’un groupe classique, la projection d’un pseudo coefficient (cuspidal) de π
sur la partie stable (cf. 2.3) de´termine une unique repre´sentation virtuelles du
groupe, πst, combinaison line´aire uniquement forme´e de se´ries discre`tes, stable
par construction et que le transfert tordu de cette repre´sentation virtuelle est
une repre´sentation irre´ductible (a` un scalaire pre`s), πGL du groupe GL(n) de
la situation ; c’est le mot irre´ductible ici qui est important. Le support cuspidal
de cette repre´sentation de GL(n) est l’invariant des paquets stables (cf 4) ; c’est
assez agre´able car le support cuspidal se controˆle e´videmment tre`s bien par in-
duction et restriction et qu’il est de´termine´ par des proprie´te´s de re´ductibilite´
d’induites. On en revient a` notre de´finition des blocs de Jordan, que l’on modifie
le´ge`rement a` cet endroit par commodite´ mais on de´montre finalement (en 7.2)
que l’on n’a en fait pas change´ la de´finition originelle de [19] et [23]
On montre aussi facilement que si π et π′ sont des se´ries discre`tes du groupe
classique telle que πst n’est pas orthogonal a` π
′
st alors πst est proportionnel a`
π′st et a` un scalaire les repre´sentations π
GL et π
′GL co¨ıncide. Re´ciproquement
si πGL est une repre´sentation tempe´re´e (elliptique quand on prend en compte
l’automorphisme de la situation) du groupe GL(n) il existe une unique donne´e
endoscopique ellitpique tel que πGL soit un transfert d’une des repre´sentations
πst (a` un scalaire pre`s) obtenue par projection d’une se´rie discre`te du groupe
endoscopique sous-jacent (comme pre´ce´demment).
On obtient ainsi une classification des combinaisons line´aires stables de se´ries
discre`tes a` l’aide des groupes GL(n). En utilisant la correspondance de Lan-
glands pour les groupes GL(n), on a donc associe´ a` toute se´rie discre`te d’un
groupe classique un morphisme de WF × SL(2,C) dans le L-groupe de GL(n).
Dans la deuxie`me partie de l’article on montre que ce morphisme est a` valeurs
dans le L-groupe du groupe classique. Et on a donc ainsi une classification a` la
Langlands des paquets stables.
Le lien entre ces deux parties est la doubling method dont Piatetski-Shapiro
a e´te´ avec en particulier S. Rallis l’un des concepteurs (re´dige´ par J. Cogdell
dans [10]. La doubling method s’applique a` la the´orie des repre´sentations et
permet de relier les points de re´ductibilite´ de certaines induites a` des proprie´te´s
de fonctions L de´finies par Shahidi. Et ces fonctions L de Shahidi sont aussi les
fonctions L du groupe WF graˆce aux re´sultats d’Henniart ([16]) ; la preuve de
[16] est en grande partie globale, elle utilise l’e´quation fonctionnelle. Et du coˆte´
galoisien la doubling method donne une factorisation des fonctions L qui donne
exactement la dichotomie, orthogonal/symplectique, Asai/Asai tordu.
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Les poˆles des fonctions L gouvernent la factorisation du morphisme de Lan-
glands associe´ a` une repre´sentation d’un groupe ge´ne´ral line´aire dans le groupe
dual des groupes conside´re´s ici ; c’est e´vident quand ces fonctions sont des fonc-
tions Sym2 ou ∧2 et c’est aussi le cas par exemple pour les fonctions L d’Asai
(comme cela introduit des signes moins concrets, on refait en de´tail les calculs).
Et c’est ce qui fait le lien entre la classification purement en terme de
repre´sentations et la construction du morphisme de Langlands associe´ a` un pa-
quet stable de se´ries discre`tres. La premie`re partie se termine en 4.8, la deuxie`me
partie d’alge`bre line´aire (fortement axe´ sur les groupes unitaires) fait l’objet du
paragraphe 5 et le lien fourni par la doubling method est le paragraphe 6.
On n’a pas calcule´ les coefficients dans les formules de transfert alors que [2]
et[6] trace la voie pour le faire et le fait pour les groupes orthogonaux et sym-
plectiques ; White ([31]) et Mok [25] ont e´tendu ces travaux au cas des groupes
unitaires. La me´thode n’est pas locale, il faut mettre la situation locale dans
une situation globale ou` on connaˆıt les re´sultats en toutes les places sauf celle
qui nous inte´resse. En particulier, il faut connaˆıtre (dans le point de vue de [6])
les re´sultats aux places archime´diennes, re´sultats en cours de de´monstration
par Mezo ; pour les groupes unitaires les re´sultats ne´cessaires aux places ar-
chime´diennes sont de´ja` connus graˆce aux travaux de L. Clozel [9].
Nous ne faisons pas non plus la classification fine de Langlands de toutes les
se´ries discre`tes ; ceci est uniquement pour ne pas allonger l’article, les me´thodes
locales que nous avons de´veloppe´es dans [19], [23], [20] et [21] (partiellement
en collaboration avec M. Tadic) s’appliquent sans proble`me. De meˆme on s’est
limite´ au cas des groupes quasi-de´ploye´s ce qui n’est pas ne´cessaire.
Comme on obtient les repre´sentations tempe´re´es comme module de Jacquet
de certaines se´ries discre`tes, la classification des se´ries discre`tes est suffisante
pour avoir une classification des paquets stables de repre´sentations tempe´re´es ;
toutefois le R-groupe joue un roˆle important car on ne peut travailler avec les
se´ries discre`tes sans travailler avec les repre´sentations elliptiques (qui sont des
repre´sentations tempe´re´es, virtuelles de´fines avec leR-groupe [1]) ; ces R-groupes
ont e´te´ calcule´s en particulier en [14] et [11].
Ce fut un re´el honneur pour moi d’eˆtre invite´e a` participer au colloque
”Legacy of I. I. Piatetski-Shapiro” ayant eu lieu a` l’Universite´ de Yale du 6
au 12 Avril 2012. Je remercie tre`s chaleureusement les organisateurs de cette
confe´rence et de´die ce texte a` la me´moire de Ilya Piateskii-Shapiro.
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2 Notations et proprie´te´s ge´ne´rales
2.1 Les groupes
Ici F est un corps p-adique et E est une extension de F soit e´gale a` F
soit une extension quadratique de F . On note G˜L l’un des groupes alge´briques
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suivant : GL(n,E), GL(n, F )× F ∗ et θ l’automorphisme exte´rieur
θ(g, λ) := ( tg−1, λdet g),
ou` il n’y a pas de deuxie`me facteur dans le cas GL(n,E) et ou` g est le conjugue´
de g si E 6= F .
Dans la suite de cet article on note G une donne´e endoscopique elliptique
de la composante non connexe du produit semi-direct de G˜ avec {1, θ}. Ce
qui nous inte´resse est le groupe sous-jacent a` cette donne´e que l’on note Gn ;
on pourra faire disparaˆıntre l’indice n s’il n’y a pas de confusion possible. Les
groupes G que l’on obtient ainsi, sont quasi-de´ploye´s et leur ensemble contient la
liste : Sp(n− 1, F ) pour n impair, SO(n, F ) et SO(n+1, F ) avec n pair (toutes
les formes quasi-de´ploye´es) , GSpinn(F ) (toutes les formes quasi-de´ploye´es) et
GSpinn+1(F ) avec n pair et U(n,E/F ). Les groupes de cette liste sont ap-
pele´s, les groupes endoscopiques simples. Dans presque tous les cas, le groupe
de´termine la donne´e endoscopique mais ce n’est pas vrai ni pour Sp(n − 1, F )
ni pour U(n,E/F ) ; le cas de U(n,E/F ) est bien connu puisqu’il y a le cas de
ce que l’on appelle improprement le changement de base stable et instable. Le
cas de Sp(n − 1, F ) se trouve explique´ dans [6] ; il faut tenir compte de l’ac-
tion du groupe de Galois qui fournit, en plus, un caracte`re quadratique non
ne´cessairement trivial.
A cette liste s’ajoute le groupe endoscopique principal pour G˜L.θ quand
G˜L = GL(n, F ) × F ∗ avec n impair ; c’est Sp(n − 1, F ) × F ∗. Et s’ajoute les
groupes endoscopiques qui sont des produits de groupes dans la liste pre´ce´dente.
Une description pre´cise que nous utiliserons se trouve dans [33] dans le cas
ou` G˜L n’a pas le facteur F ∗ et ce dernier cas est de´crit dans [4].
On notera a` quelques endroits GSpin∗2n(F ) le groupe non connexe qui est un
reveˆtement du groupe de similitudes orthogonales sur un espace de dimension
2n. C’est naturellement un reveˆtement de O(2n, F ).
2.2 Les repre´sentations
On s’inte´resse aux repre´sentations de G˜L qui sont stables sous θ ; pour sim-
plifier un peu les notations, on fixe un caracte`re ν de F ∗, unitaire, et pour toute
repre´sentation π de GL(n,E), on note π˜ sa contragre´diente si E = F et son
dual hermitien si E 6= F . Soit π une repre´sentation de G˜L telle que θ.π ≃ π. On
suppose que la restriction de π a` F ∗ (quand ce facteur existe) est le caracte`re
ν. La θ invariance se traduit donc par :
π˜ ⊗ ν ≃ π. (1)
La notion de se´ries discre`tes est bien connue, la caracte´risation utilise´e ici
est le fait que les exposants sont dans une chambre de Weyl obtuse, ouverte
positive. Les repre´sentations tempe´re´es sont celles dont les exposants sont dans
une chambre de Weyl obtuse positive ferme´e. Les repre´sentations elliptiques ont
e´te´ de´finies par Harish-Chandra mais on utilise la variante de [1] (premiers pa-
ragraphes de cet article). On a besoin de ces notions dans le cas tordu ; cela
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est fait en ge´ne´ral dans [34] 2.12 mais ici nous n’en avons besoin essentielle-
ment pour G˜L.θ. La description se fait alors en termes tre`s simples : il n’y
a pas de diffe´rence entre θ-elliptique et θ-discre`te, ce sont des repre´sentations
irre´ductibles θ-invariantes induites de repre´sentations de Steinberg toutes non
isomorphes. On dira indiffe´remment, θ-elliptique ou θ-discre`te en pre´fe´rant la
premie`re terminologie.
Tre`s accessoirement, on aura besoin de la notion de repre´sentation elliptique
pour les groupes O(2n, F ) et GSpin∗2n(F ) ; on l’utilisera dans un cas tre`s simple
ou` on induit a` partir du parabolique maximal de Levi isomorphe a` GL(n, F )
ou GL(n, F ) × F ∗ une repre´sentation θ invariante. Quelque soit la parite´ de
n, l’induite au groupe non connexe se coupe en deux et la diffe´rence des deux
repre´sentations est une repre´sentation elliptique pour la composante non neutre
de ces groupes.
R. Herb ([14]) a donne´ une caracte´risation des repre´sentations elliptiques
dans le cas des groupes que nous ge´ne´raliserons au cadre tordu dans le cadre de
la stabilisation de la formule des traces tordu.
2.3 Les pseudo-coefficients
On appelle fonctions cuspidales sur G une fonction lisse dont les inte´grales
orbitales pour les e´le´ments semi-simples re´guliers hyperboliques (c’est-a`-dire in-
clus dans un sous-groupe parabolique propre deG) sont nuls. Et on note Icusp(G)
l’espace des fonctions cuspidales sur G modulo celles dont toutes les inte´grales
orbitales sur des e´le´ments semi-simples re´guliers sont nulles. On adopte la meˆme
notation pour G˜ e´tant entendu que l’on conside`re la` des fonctions sur la compo-
sante G˜.θ ; la notation de parabolique est alors remplace´e par la notion d’espace
parabolique ce qui pompeusement de´signe les sous-groupes paraboliques θ-stable
de G.
En [2] e´tendu en [34], paragraphe 7, pour inclure le cas tordu, il est montre´
que IGcusp et I
G˜L
cusp s’interpre`tent comme l’espace des pseudo-coefficients des
repre´sentations elliptiques de G ou G˜ (pour le cas tordu, [34] 7.2 (1)). On peut
stabiliser chacun de ces espaces ([2] pour le cas non tordu et [35] 4.11 (i) de la
proposition pour le cas tordu), ce qui permet de de´finir IGcusp,st la partie stable
et de le faire aussi pour tous les groupes endoscopiques de G ; quand on re´alise
G comme le groupe dans une donne´e endoscopique G de G˜L.θ, il faut aussi
tenir compte des automorphismes de cette donne´e. On e´crit alors I
G,Aut
cusp,st pour
l’image du transfert de IG˜Lcusp. Pour G˜L, on a :
IG˜cusp = ⊕GI
G,Aut
cusp,st, (1)
ici G parcourt toutes les donne´es endoscopiques elliptiques de G˜L.θ et l’e´galite´
est donne´e par la somme des transferts.
Pour G fixe´ comme ci-dessus, on e´crit la stabilisation de [2]
IGcusp = ⊕HI
H,Aut
cusp,st, (2)
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qui est l’analogue non tordu de (1) et ou` H parcourt l’ensemble des donne´es
endoscopiques elliptiques de G y compris G lui-meˆme.
On dit qu’une repre´sentation virtuelle combinaison line´aire de repre´senta-
tions elliptiques, π de G est stable sur les elliptiques si la combinaison line´aire
des pseudo-coefficients dans IGcusp est en fait un e´le´ment de I
G
cusp,st ; on identifie
π a` cette combinaison line´aire de pseudo-coefficients et donc a` un e´le´ment de
IGcusp. Cela est e´quivalent a` dire que la distribution f ∈ I
G
cusp 7→ tr π(f) est
stable.
Soit π un e´le´ment de IGcusp vu comme une repre´sentation virutelle ; en utili-
sant (2), on de´termine pour toute donne´e endoscopique elliptique H de G, une
repre´sentation virtuelle πH,st telles que pour tout f ∈ I
G
cusp, on ait l’e´galite´ :
tr π(f) =
∑
H
tr πH,st(f
H), (3)
ou` fH est un transfert de f .
Un re´sultat cle´ de [2] est de montrer que si π est dans IGcusp,st, alors la
distribution tr π est stable au sens usuel et que, sous les hypothe`ses de l’e´galite´
(3), alors cette e´galite´ se prolonge a` toute fonction lisse f .
La ge´ne´ralisation de ces proprie´te´s au cas tordu est un pre´liminaire a` tous
les travaux qui e´tablissent les proprie´te´s locales des repre´sentations tempe´re´es
([6],[25]). Ge´ne´raliser [2] avec les meˆmes me´thodes est suˆrement possible mais il
faudrait re´crire des centaines de pages e´crites par Arthur dans le cas non tordu.
En [32] et [20] on a obtenu ces re´sultats avec une autre me´thode. Cela ne couvre
pas tous les cas que l’on a en vu ici mais nous avons maintenant ve´rifie´ ([22]) que
cette autre me´thode s’e´tend en toute ge´ne´ralite´ au cas tordu ; on admet ici ce
re´sultat (qui sera disponible sous forme de pre´publication tre`s prochainement).
Donc on admet que si πG˜L ∈ IG˜Lcusp est e´crit suivant la somme directe (1) en
πG˜L = ⊕GπG,st, on a pour toute fonction lisse f sur G˜L.θ l’e´galite´ des traces
tr πG˜L(f) =
∑
G
tr πG,st(f
G).
2.4 Se´ries discre`tes et paquets stables
Proposition Soit π une se´rie discre`te de G vue comme un e´le´ment de IGcusp
(via un pseudo coefficient cuspidal). Alors la projection de π sur IGcusp,st est non
nulle.
La de´monstration de cette proposition est de´ja` dans [20] paragraphe 2 et m’a
e´te´ donne´e par Waldspurger : on regarde les germes du caracte`re au voisinage
de l’origine ; ils se de´veloppent par degre´ d’homoge´ne´ite´ et le degre´ formel est
l’un de ces termes. Ce terme est stable et sa projection stable est donc non nulle
et il y a donc un germe de la projection de qui est non nul. D’ou` la non nullite´
de la projection
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Remarque Dans cet article on montre que la proposition est strictement spe´-
cifique aux se´ries discre`tes, c’est-a`-dire que la projection sur IGcusp,st d’une repre´-
sentation elliptique combinaison line´aire de repre´sentations tempe´re´es dont au-
cune n’est une se´rie discre`te est nulle. Une de´monstration a priori de ce re´sultat
simlifierait les de´monstrations mais je ne sais pas si une telle proprie´te´ est vraie
en dehors des groupes conside´re´s ici.
On appelle paquet stable contenant π la repre´sentation virtuelle, somme de
repre´sentations elliptiques, stable et dont l’image dans IGcusp,st est e´gale a` la
projection du pseudo coefficient de π.
2.5 Notations pour les modules de Jacquet
Soit π une repre´sentation de Gn et soit d un entier ; on suppose que Gn
contient un sous-groupe parabolique de Levi isomorphe a` GL(d,E) × Gn−2d
et on fixe ρ une repre´sentation cuspidale unitaire irre´ductible de GL(d,E). On
fixe aussi x un nombre re´el et on note Jacρ| |xπ la repre´sentation virtuelle dans
le groupe de Grothendieck de Gn−2d tel que le module de Jacquet de π pour
un parabolique de sous-groupe de Levi isomorphe a` GL(d,E) × Gn−2d soit la
somme de ρ| |x⊗Jacρ| |xπ et de repre´sentation irre´ductible de la forme σ⊗ τ ou`
σ est une repre´sentation de GL(d,E) non isomorphe a` ρ| |x.
On adopte une notation analogue pour G˜Ln : ici on fixe un espace para-
bolique de G˜L, c’est-a`-dire un sous-groupe parabolique, P de G˜L dont le nor-
malisateur dans G˜L.θ est non trivial. On fixe alors un espace de Levi, M, M˜ de
cet espace parabolique et on suppose que le sous-groupe de Levi sous-jacent est
isomorphe a` GL(d,E)×G˜Ln−2d×GL(d,E) ; on fixe les notations en fixant w un
e´le´ment de G˜L qui laisse stable M et conjugue les deux copies de GL(d,E) et
on pose θ′ := wθ. Alors M˜ =M.θ′. Soit π une repre´sentation de G˜Ln prolonge´e
en π˜, a` G˜Ln.θ ; on de´finit le module de Jacquet de π˜ ; c’est aussi le module
de Jacquet de π mais il a une action canonique de θ et donc de GL(d,E) ×
G˜Ln−2d.θn−2d × GL(d,E), l’espace de Levi. On fixe ρ une repre´sentation de
GL(d,E), cuspidal unitaire irre´ductible et on suppose que ρ ≃ ρ˜⊗ν (cf 2.1 (1)).
On e´crit cette repre´sentation comme la somme d’une repre´sentation, πρ
dont tous les sous-quotients irre´ductibles comme repre´sentation de GL(d,E)×
G˜Ln−2d × GL(d,E) sont de la forme ρ| |
x × σ × ρ| |−x (ou` σ est queconque)
et une autre dont aucun sous-quotient irre´ductible n’a cette proprie´te´. On re-
marque que cette de´composition est stable sous θ′ et est canoniquement une
repre´sentation de M˜ . On note Jacθρ| |xπ une repre´sentation θn−2d invariante
(vue dans le groupe de Grothendieck) telle que ρ| |x ⊗ Jacθρ| |xπ ⊗ ρ| |
−x et πρ
ont meˆme trace sur M˜ .
2.6 Modules de Jacquet et transfert
Depuis les travaux pionniers de Shelstad, on sait que le tranfert commute a`
l’induction : quand π est une repre´sentation induite d’une repre´sentation σ, il
est facile de calculer la trace de π en fonction de la trace de σ vue comme une
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repre´sentation d’un sous-groupe de LeviM . En effet, tr π(f) = tr σ(fM ), ou` fM
est la fonction sur M de´finie par f(m) =
∫
K×N f(k
−1nmk) avec les notations
usuelles (il faut ajouter un facteur discriminant). On se place dans la situation
ou` G′ est une donne´e endoscopique elliptique de G. On fixe M un sous-groupe
de Levi de G qui provient par transfert d’un sous-groupe de LeviM ′ de G′. Pour
savoir que l’induction commute au transfert, il est alors suffisant de ve´rifier que
si f ′ est un transfert de f alors f ′M ′ est un transfert de fM ; un calcul e´le´mentaire
sur les inte´grales orbitales rame`nent l’assertion au fait de savoir que les facteurs
de transfert pour les e´le´ments de M,M ′ sont les meˆmes qu’on les calcule dans
G,G′ ou dans M,M ′ et ceci est fait en [29] 3.4.2 au moins pour les groupes
re´els. Le cas des groupes p-adiques et de l’induction dans la situation tordue (il
faut alors bien e´videmment que l’induction se fasse via un parabolique stable)
est analogue. Cette proprie´te´ relative a` l’induction est utilise´e partout dans les
travaux sur la formule des travaux et en particulier dans [2].
Ici on pre´fe`re utiliser le fait que le module de Jacquet commute au transfert ;
cela repose sur la meˆme proprie´te´ des facteurs de transfert. En effet, la trace sur
les modules de Jacquet s’exprime en fonction de la trace sur la repre´sentation
en des points tm ou` t est un e´le´ment du centre de M qui contracte suffisamment
le radical unipotent du parabolique (cf [24]) 4.2.1. En loc. cite, on ne conside´rait
que des groupes endoscopiques principaux, les facteurs de transfert sont alors
e´gaux a` 1 et l’e´galite´ est triviale ; d’autres cas tels que le transfert spectral
s’obtient a` partir de l’endoscopie principale par torsion par un caracte`re (le cas
du transfert non principal du groupe unitaire par exemple) s’en de´duisent aussi.
Le cas ge´ne´ral vient de l’e´galite´ du paragraphe pre´ce´dent (la preuve de 6.2.1 de
[30] e´crit le cas des groupes orthogonaux pairs qui est avec GSpin2n l’unique
cas non trivial pour ce que l’on fait ici).
En conclusion, avec les notations du paragraphe pre´ce´dent, on fixe πGL une
repre´sentation de G˜L et M un espace de Levi de c’est-a`-dire un sous-groupe de
Levi d’un parabolique θ-stable. On e´crit en fonction de 2.3 (1) la projection de
la trace tordue de πGL sur chaque I
G,s
cusp :
trθ π
GL = ⊕Gtr πG,st
et on fixe M,ρ, x comme dans 2.5
Jacθρ| |xπ
GL = ⊕GJacρ| |xπG,st,
et ceci est une e´galite´ de transfert mais dans le terme de droite chaque repre´sen-
tation est une repre´sentation virtuelle d’un sous-groupe de Levi d’un groupe
endoscopique elliptique de G˜L.θ et certaines se regroupent puisque que plu-
sieurs donne´es endoscopiques elliptiques peuvent avoir meˆme donne´e endosco-
pique pour le sous-groupe de Levi se transfe´rant en M .
On verra au de´but de la preuve du the´ore`me de 2.8 qu’aucun regroupement
n’a lieu si x > 1/2.
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2.7 Quelques proprie´te´s ge´ne´rales
Proposition Soit π une se´rie discre`te de G ; on fixe ρ une repre´sentation
cuspidale unitaire de GL(dρ, E) et x ∈ R− {0}. Alors Jacρ| |x ◦ Jacρ| |xπ = 0.
Avant de faire la preuve, remarquons que l’hypothe`se x 6= 0 pourra eˆtre enleve´e
a` la fin de l’article mais en ce de´but d’article, on l’utilise dans la preuve.
On conside`re la repre´sentation virtuelle elliptique stable contenant π qui
est de´crite en 2.4, on la note πst. On fixe t maximal avec le fait qu’il existe une
repre´sentations irre´ductible π′ intervenant dans ce paquet (soit une se´rie discre`te
soit une composante d’une repre´sentation elliptique) pour laquelle applique´ t
fois Jacρ| |x donne un re´sultat non nul. On note π
′ une telle repre´sentation et
il suffit de montrer que t ≤ 1. Par re´ciprocite´ de Frobenius, on sait qu’il existe
une repre´sentation irre´ductible τ ′ de Gn−2tdρ et une inclusion
π′ →֒ ρ| |x × · · · × ρ| |x × τ ′. (1)
Par maximalite´ de t, Jacρ| |xτ
′ = 0. Ainsi Jacρ| |x applique´ t fois a` π
′ donne un
multiple de τ ′. On ve´rifie que τ ′ n’est sous-quotient d’aucun Jacρ| |x applique´
t fois a` l’une des autres se´ries discre`tes intervenant dans le paquet conside´re´ ;
en effet si π′′ 6= π′ avait cette proprie´te´, on aurait d’abord l’existence de τ ′′
avec une inclusion analogue a` (1) et aussi, par maximalite´ de t, Jacρ| |xτ
′′ = 0.
Ainsi ne´cessairement, parce que x 6= 0, τ ′′ ≃ τ ′ et π′′ est aussi un sous-module
irre´ductible de (1). On conside`re la repre´sentation de GL(tdρ, E) isomorphe a`
l’induite irre´ductible de t facteurs ρ| |x et on la note σ. On remarque que σ ⊗ τ
a multiplicite´ un dans le module de Jacquet de π comme quotient irre´ductible ;
cela vient e´videmment du fait que x 6= 0 et Jacρ| |xτ = 0. Par re´ciprocite´
de Frobenius, cela assure que (1) a un unique sous-module irre´ductible. Ainsi
π′′ = π′ et quand on applique t fois Jacρ| |x a` la distribution stable conside´re´e
on obtient une repre´sentation virtuelle non nulle, note´e Jacρ| |x,t−foisπst.
On note πGL le transfert de πst. Alors Jacρ| |x,t−foisπst se transfert en Jac
GL
ρ| |x
applique´ t fois a` πGL. Donc ce module de Jacquet doit lui aussi eˆtre non nulle
mais ceci est impossible si t > 1 puisque πGL est une combinaison line´aire
de repre´sentations θ-elliptiques irre´ductibles ; une repre´sentation θ-elliptique
irre´ductible est une induite de repre´sentation de Steinberg pour un sous-groupe
de Levi, toutes les repre´sentations de Steinberg e´tant ine´quivalentes. D’ou` la
proposition.
Corollaire (i) Soit π une composante d’une repre´sentation elliptique interve-
nant dans un paquet stable et soit x ∈ R−{0}. Soit Jacρ| |xπ = 0, soit x > 0 et
Jacρ| |xπ est une repre´sentation irre´ductible.
(ii) Soient π, π′ deux repre´sentations ine´quivalentes de G intervenant comme
composantes dans un paquet stable de repre´sentations elliptiques et soient ρ, x
comme en (i). Alors soit Jacρ| |xπ 6= Jacρ| |xπ
′ soit Jacρ| |xπ = Jacρ| |xπ
′ = 0.
Ce corolaire a e´te´ de´montre´ dans la preuve ci-dessus puisque t = 1, avec les
notations de cette preuve.
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2.8 Proprie´te´s de la projection endoscopique
Soit πGL une repre´sentation θ-elliptique irre´ductible de G˜L ; en fixant la
donne´e endoscopique elliptique G, on note πGLG,st la projection de cette θ-trace
sur IGcusp,st (cf. 2.3 (1)).
The´ore`me Soit πGL une repre´sentation θ-elliptique, irre´ductible, de G˜L ; on
suppose que πGLG,st n’est ni nul ni orthogonal a` toutes les se´ries discre`tes de G.
Alors la θ-trace de πGL est un transfert d’un paquet stable de repre´sentations
elliptiques de G ou encore πGLH,st = 0 pour toute donne´e endoscopique elliptique
H diffe´rente de G.
On e´crit πGL ≃ ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a) en se souvenant que s’il y a un facteur F
∗, il
ope`re par ν. Et on pose πGL+ := ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a + 2) ; c’est une repre´sentation
de G˜L(n+, E), ou` n+ = n +
∑
(ρ,a)∈E 2dρ. On de´compose la θ-trace de cette
repre´sentation comme dans 2.3 (1). Et on calcule ◦(ρ,a)∈EJac
GL
ρ| |(a+1)/2
, en or-
donnant E de fac¸on a` ce que l’on prenne les JacGL
ρ| |(a+1)/2
dans l’ordre croissant
sur a ; a` chaque e´tape le re´sultat est une repre´sentation θ-elliptique irre´ductible
qu’il est facile de calculer. Sa de´composition dans 2.3 (1) se calcule en prenant
aussi des modules de Jacquet mais il faut regrouper les donne´es endoscopiques
qui contiennent le meˆme sous-groupe de Levi ; si G est simple, il faut conside´rer
Gn+ mais aussi les donne´es compose´es de la forme G1 ×G2 tel que G1 = Gn+2T
et G2 contient GL(1/2(n+ − n)− T,E) comme sous-groupe de Levi maximal.
On ve´rifie que la contribution de ces groupes, si T 6= (n+ − n)/2, est nulle :
en effet s’il n’en est pas ainsi, on fixe G1 et G2 pour cette valeur de T . Et il existe
un paquet stable, τ , de repre´sentations elliptiques de G2 et un sous-ensemble E
′
de E tel que ◦(ρ′,a′)∈E′Jacρ′| |(a′+1)/2τ 6= 0 et :
(n+ − n)/2− T =
∑
(ρ′,a′)∈E′
dρ′ .
Ceci est impossible car τ se transfe`re alors vers une repre´sentation θ-elliptique,
π
′GL, de G˜L(n+−n)−2T qui doit aussi ve´rifier :
◦(ρ′,a′)∈E′Jac
GL
ρ′| |(a′+1)/2
π
′GL 6= 0.
On sait que π
′GL est une induite de repre´sentation de Steinberg. On a donc
certainement ∑
(ρ′,a′)∈E′
dρ′ (a
′ + 2) ≤ (n+ − n)− 2T
et ceci ne´cessite a′ = 0 pour tout (ρ′, a′) ∈ E ′ ce qui est exclu. D’ou` l’assertion
cherche´e.
On note πG,st la projection de θ-trace de π
GL sur I
Gn,st
cusp et πG+,st l’analogue
pour Gn+ ; on sait donc que πG,st est un module de Jacquet de πG,+ ; soit π0
une se´rie discre`te de G intervenant dans πG,st qui existe par hypothe`se. Il existe
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donc au moins une repre´sentation tempe´re´e π0,+ intervenant dans π+,st et telle
que
◦(ρ,a)∈EJacρ| |(a+1)/2π0,+
contient π0 comme sous-quotient ; plus pre´cise´ment a` chaque e´tape dans le calcul
du module de Jacquet, il existe un sous-quotient qui est une repre´sentation
tempe´re´e et en continuant la proce´dure, l’e´tape finale donne un sous-quotient
qui est π0 ; en fait d’apre`s 2.7, a` chaque e´tape le module de Jacquet est une
repre´sentation irre´ductible et tempe´re´e, la dernie`re e´tape donnant une se´rie
discre`te π0 ; ceci ne´cessite qu’a` chaque e´tape la repre´sentation tempe´re´e soit en
fait une se´rie discre`te. Ainsi π0,+ est une se´rie discre`te.
On met π0,+ dans un paquet stable comme en 2.4 ; on transfert ce pa-
quet stable en la θ-trace d’une repre´sentation virtuelle combinaison line´aire de
repre´sentations θ-elliptiques de G˜L(n+, E), note´ π˜
GL
0,+ et on recalcule
◦(ρ,a)∈EJacρ| |(a+1)/2 π˜
GL
0,+;
le re´sultat est un transfert d’une repre´sentation virtuelle stable combinaison
line´aire de se´ries discre`tes deGn qui n’est certainement pas nulle car elle contient
ne´cessairement π0 avec un coefficient non nul (cf. 2.7 (ii)). Mais comme
∑
(ρ,a)∈E
dρ(a+ 2) = n+,
ne´cessairement π˜GL0,+ contient l’induite (×(ρ,a)∈ESt(ρ, a + 2)) ⊗ ν a` un scalaire
pre`s et le module de Jacquet conside´re´ est πGL (celui de l’e´nonce´) a` un scalaire
pre`s. Ainsi πGL est un transfert d’une distribution stable pour Gn, ce qui est le
re´sultat cherche´.
3 Le cas des repre´sentations cuspidales
3.1 Point de re´ductibilite´ des induites de cuspidales
Soit π une repre´sentation cuspidale irre´ductible de G et soit ρ une repre´sen-
tation cuspidale irre´ductible et unitaire de GL(dρ, F ) ce qui de´finit dρ.
The´ore`me Soit x ∈ R tel que l’induite de la repre´sentation ρ| |x × π, qui est
une repre´sentation de Gn+dρ soit re´ductible, alors x ∈ 1/2Z et x ≤ (n/dρ+1)/2.
On fixe π, ρ, x comme dans l’e´nonce´ ; si x = 0, le the´ore`me est clair. Si l’in-
duite tempe´re´e ρ × π est sans entrelacement sous l’action du groupe de Weyl,
d’apre`s Harish-Chandra, x ne peut exister. On suppose donc que cette induite
a un entrelacement et cela permet de supposer que x > 0. On note alors π+
l’unique sous-module irre´ductible de l’induite ρ| |x × π ; c’est une se´rie discre`te.
Elle appartient a` un paquet stable d’apre`s 2.4, note´ π+,st et il existe donc une
repre´sentation virtuelle note´e πGL+ dont la trace tordue par θ est un transfert
de π+,st.
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On sait que JacGLρ| |xπ
GL
+ est un transfert de Jacρ| |xπ+,st du paquet stable
pre´ce´dent (cf la preuve de 2.8 ) ; ce dernier module de Jacquet contient de
fac¸on non trivial la trace de π car il n’y a qu’une repre´sentation irre´ductible
de Gn qui a dans son module de Jacquet cuspidal ρ| |
x ⊗ π et c’est π+. Ainsi
la repre´sentation virtuelle obtenue par module de Jacquet n’est pas nulle donc
son transfert n’est pas nulle. Cela force aussi l’ine´galite´ de l’e´nonce´ car on a
ne´cessairement n+ dρ ≥ dρ(2x+ 1).
On sait que πGL+ est une combinaison line´aire d’induites de repre´sentations
de Steinberg unitaire ; son module de Jacquet JacGLρ| |x(π
GL
+ ) est non nul et cela
force x a` eˆtre un demi-entier. Cela prouve le the´ore`me.
3.2 Blocs de Jordan des repre´sentations cuspidales
Soit π une repre´sentation cuspidale irre´ductible de Gn. On de´finit ici Jord(π)
comme e´tant l’ensemble des couples (ρ, a) ou` ρ est une repre´sentation cuspidale
de GL(dρ, F ) et ou` a est un entier, Jord(π) satisfaisant a`
si (ρ, a) ∈ Jord(π) avec a > 2 alors (ρ, a− 2) ∈ Jord(π) ;
(ρ, a) ∈ Jord(π) (avec a ≥ 1) et pour tout a′ > a, (ρ, a′) /∈ Jord(π) si et
seulement si l’induite ρ| |(a+1)/2 × π de Gn∗+dρ est re´ductible.
On de´montrera en 7.2 que cette de´finition correspond aux de´finitions de [19]
et [23].
The´ore`me L’ensemble Jord(π) est fini et
∑
(ρ,a)∈Jord(π) adρ = n. On pose
πGL := ×(ρ,a)∈Jord(π)St(ρ, a),
cette repre´sentation est θ-invariante et sa trace tordue est un transfert d’une
combinaison line´aire finie de traces de se´ries discre`tes de G, l’une d’entre elles
e´tant π (avec un coefficient non nul).
De plus toute combinaison line´aire stable de repre´sentations elliptiques de G
contenant π avec un coefficient non nul et se transfe´rant sur la θ-trace d’une
repre´sentation irre´ductible et θ-elliptique de G˜L se transfe`re ne´cessairement sur
la repre´sentation πGL qui vient d’eˆtre de´crite (a` un scalaire pre`s).
Avant de faire la de´monstration remarquons que ce the´ore`me n’est pas tout a`
fait ce que l’on veut et c’est ce qui explique sa formulation un peu complique´e ;
on veut de´montrer et on de´montrera que la combinaison line´aire stable dont il
est question au de´but est celle qui est associe´e a` π par 2.4.
Soit E un sous-ensemble fini de Jord(π) tel que si (ρ, a) ∈ E et (ρ, a + 2) ∈
Jord(π) alors (ρ, a+ 2) ∈ E . On ve´rifie la proprie´te´ suivante :
il existe une repre´sentation irre´ductible de G(n+
∑
(ρ,a)∈E 2dρ,F )
, note´e πE telle
que la repre´sentation virtuelle
◦(ρ,a)∈EJacρ| |(a+1)/2πE
contient π (avec un coefficient non nul), ou` E est muni d’un ordre tel que l’on
prend Jacρ| |(a+1)/2 avant Jacρ| |(a′+1)/2 si a > a
′. De plus πE est une se´rie discre`te.
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Pour cela, on conside`re la repre´sentation induite
×(ρ,a)∈Eρ| |
(a+1)/2 × π.
On ve´rifie que cette induite a un unique sous-module irre´ductible en utilisant la
re´ciprocite´ de Frobenius. Ce sous-module irre´ductible est note´ πE . Il est facile
de calculer le module de Jacquet cuspidal de cette sous-repre´sentation : c’est
la somme directe des termes ⊗i∈[1,|E|]ρi| |
(ai+1) ⊗ π, ou` {(ρi, ai); i ∈ [1, |E|]} est
exactement l’ensemble E ordonne´ de telle sorte que si pour i < j, ρi = ρj alors
ai < aj . Il est alors clair que πE est une se´rie discre`te.
On pose n+ = n+
∑
(ρ,a)∈E 2dρ et on conside`re une repre´sentation virtuelle,
πGLE de G˜L(n+, E) θ invariante qui est un transfert du paquet stable contenant
πE tel que de´fini en 2.4. On calcule le module de Jacquet ◦(ρ,a)∈EJac
GL
ρ| |(a+1)/2
comme on l’a fait ci-dessus et on conclut que le re´sultat est non nul car c’est un
transfert d’une repre´sentation virtuelle contenant π avec un coefficient non nul.
Ainsi πGLE , qui rappelons-le est une repre´sentation virtuelle, contient au moins
une repre´sentation induite de repre´sentations de Steinberg ve´rifiant la non nul-
lite´ ci-dessus ; il est facile de calculer les modules de Jacquet des repre´sentations
de Steinberg. En prenant le premier JacGL
ρ0| |(a0+1)/2
on voit que cette repre´senta-
tion est ne´cessairement de la forme une induite de repre´sentation St(ρ0, a0+2)
avec e´ventuellement une autre repre´sentation tempe´re´e, τ . Le re´sultat est alors
l’induite de St(ρ, a) avec τ et on doit encore avoir la non nullite´
◦(ρ,a)∈E−{(ρ0,a0)Jac
GL
ρ| |(a+1)/2 6= 0;
l’hypothe`se sur l’ordre assure que dans l’ensemble restant si ρ ≃ ρ0 alors a > a0.
La non nullite´ porte alors sur le module de Jacquet de τ et on en proce´dant
ainsi on voit que la repre´sentation fixe´e est une induite de ×(ρ,a)∈ESt(ρ, a) avec
e´ventuellement encore une repre´sentation tempe´re´e. Mais on a donc ne´cessaire-
ment
∑
(ρ,a)∈E dρ(a+ 2) ≤ n+
∑
(ρ,a)∈E 2dρ. D’ou`
∑
(ρ,a)∈E adρ ≤ n ; comme n
est inde´pendant de E , cela force la finitude de Jord(π) et l’ine´galite´
∑
(ρ,a)∈Jord(π)
adρ ≤ n.
On pose n− := n −
∑
(ρ,a)∈Jord(π) adρ et on vient de montrer qu’il existe une
repre´sentation virutelle τ0 de G˜L(n−, E) tel que ×(ρ,a)∈Jord(π)St(ρ, a)× τ0 soit
θ-invariante et soit un transfert du paquet stable associe´ a` π dans 2.4.
Pour montrer que n− = 0, on proce`de de fac¸on inverse : on fixe π
GL une
repre´sentation irre´ductible et θ-elliptique de G˜L(n) dont la projection de la
θ-trace sur I
G,st
cusp est non orthogonale a` la trace de π (cf. 2.3 (1)). On de´finit
Jord(πGL) comme e´tant l’ensemble des couples (ρ, a) tel que
πGL = ×(ρ,a)∈Jord(πGL)St(ρ, a).
On pose n+ := n +
∑
(ρ,a)∈Jord(πGL)2dρ
et on conside`re πGL+ la repre´sentation
irre´ductible du groupe G˜L(n+) e´gale a` ×(ρ,a)∈Jord(πGL)St(ρ, a+2). On note τ+
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la repre´sentation virtuelle de Gn+ obtenu par la projection de la θ-trace de cette
repre´sentation sur I
Gn+
cusp . On remarque qu’en ordonnant Jord(πGL+ ) de sorte que
on prenne d’abord JacGL
ρ| |(a+1)/2
avant de prendre JacGL
ρ| |(a′+1)/2
pour le meˆme ρ
et la meˆme parite´ de a, a′ si a′ > a, on a
◦(ρ,a)∈Jord(πGL)Jac
GL
ρ| |(a+1)/2π
GL
+ = π
GL.
C’est le meˆme argument que celui donne´ ci-dessus. Puisque le transfert commute
au module de jacquet, on a suˆrement que ◦(ρ,a)∈Jord(πGL)Jacρ| |(a+1)/2τ+ contient
π. Ainsi il existe π+ une se´rie discre`te intervenant dans τ+ et tel qu’a` un scalaire
pre`s, ◦(ρ,a)∈Jord(πGL)Jacρ| |(a+1)/2π+ = π; on a meˆme un re´sultat un peu plus
pre´cis que l’on n’exprime que dans le cas qui nous inte´resse : on fixe ρ0 une
repre´sentation cuspidale unitaire et irre´ductible, une parite´ et a0 maximal avec
cette parite´ fixe´e tels que Jord(πGL) contienne (ρ0, a0). On note Jord(π
GL)−
l’ensemble Jord(πGL) prive´ de (ρ0, a0) et on a :
◦(ρ,a)∈Jord(πGL)Jacρ| |(a+1)/2τ+ = Jac
GL
ρ0| |(a0+1)/2
◦(ρ,a)∈Jord(πGL)−Jacρ| |(a+1)/2τ+.
Or ◦(ρ,a)∈Jord(πGL)−Jacρ| |(a+1)/2τ+ n’est autre que
St(ρ0, a0 + 2)×(ρ,a)∈Jord(πGL)− St(ρ, a).
Comme ci-dessus, cela montre qu’il existe une se´rie discre`te π0 de Gn+2dρ0
tel que Jacρ0| |(a0+1)/2π0 contient π. Ainsi π0 est un sous-quotient de l’induite
ρ| |(a0+1)/2 × π et cette induite est re´ductible. Cela entraˆıne par de´finition que
(ρ0, a0) ∈ Jord(π) et par les proprie´te´s de Jord(π) pour tout a
′ de meˆme parite´
que a0 si (ρ0, a
′) ∈ Jord(πGL) alors (ρ0, a
′) ∈ Jord(π). Ainsi on a
n =
∑
(ρ,a)∈Jord(πGL)
adρ ≤
∑
(ρ,a)∈Jord(π)
adρ = n− n−.
Cela force n− = 0 et Jord(π
GL) = Jord(π). En revenant au de´but de la
preuve, on a en plus montre´ que ×(ρ,a)∈Jord(π)St(ρ, a) est un transfert d’un
e´le´ment de I
G,st
cusp non orthogonal a` π. Mais, puisque Jord(πGL) = Jord(π),
×(ρ,a)∈Jord(π)St(ρ, a) = π
GL et il n’y a donc qu’une repre´sentation θ-elliptique
et irre´ductible de πGL dont la projection de la θ-trace sur I
G,st
cusp n’est pas ortho-
gonale a` π.
4 Support cuspidal e´tendu
En 3.2, pour π une repre´sentation cuspidale, on a de´fini Jord(π) et πGL ;
on appelle support cuspidal e´tendu de π le support cuspidal de πGL et on
voit ce support cuspidal comme un ensemble de couples (ρ, x), ou` ρ est une
repre´sentation cuspidale unitaire d’un groupe GL(dρ, E) et x est un nombre
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re´el en fait un demi-entier relatif. Cet ensemble est bien de´fini a` permutation
pre`s.
On ge´ne´ralise cette de´finition a` toute repre´sentation irre´ductible :
soit π une repre´sentation irre´ductible de G ; on e´crit π comme sous-quotient
d’une repre´sentation induite a` partir d’une repre´sentation cuspidale d’un sous-
groupe de Levi. Cela de´finit le support cuspidal usuel de π que l’on e´crit comme
une collection de couples (ρ, x) et d’une repre´sentation cuspidale πcusp d’un
groupe de meˆme type que G mais en ge´ne´ral de rang plus petit, ou` les (ρ, x)
sont des couples forme´s d’une repre´sentation cuspidale unitaire ρ et d’un nombre
re´el x. Alors que πcusp est uniquement de´termine´, les couples (ρ, x) sont de´finis
a` permutation pre`s et a` changement de (ρ, x) en (ρ˜,−x) ou`, ici, ρ˜ := ρ∗ ⊗ ν si
E = F et ρˇ si E 6= F ou` ν est le caracte`re de 2.1 ; c’est un calcul sur le groupe
de Weyl. On de´finit le support cuspidal e´tendu de π comme e´tant l’union du
support cuspidal e´tendu de πcusp avec l’ensemble des couples (ρ, x), (ρ˜,−x) ou`
(ρ, x) parcourt l’ensemble ci-dessus. Le support cuspidal e´tendu et donc bien
de´fini a` permutation pre`s.
Remarque Le support cuspidal e´tendu de π est ne´cessairement le support cus-
pidal d’au moins une repre´sentation irre´ductible de GL(n,E) et d’au plus une
repre´sentation tempe´re´e de ce groupe.
La premie`re assertion vient uniquement d’un calcul de dimension : on note
Supp(π) le support cuspidal de π sauf πcusp (on fait un choix qui n’aura pas
d’importance), on note Suppet(π) et Suppet(πcusp) le support cuspidal e´tendu
de π et πcusp et on a :
∑
(ρ,x)∈Suppet(π)
dρ = 2
∑
(ρ,x)∈Supp(π)
dρ +
∑
(ρ,x)∈Suppet(πcusp)
dρ = n.
La deuxie`me assertion de la remarque vient du fait que le support cuspidal
d’une repre´sentation de GL(n,E) est une union de segments centre´s en 0 et que
la repre´sentation tempe´re´e est uniquement de´termine´e par cette union de seg-
ments ; mais il n’y a au plus qu’une fac¸on d’e´crire un ensemble de repre´sentations
cuspidales comme union de segments centre´s en 0, d’ou` l’assertion.
Le but de la suite du travail est de montrer que si π est une repre´sentation
tempe´re´e, alors le support cuspidal e´tendu de π est le support cuspidal d’une
repre´sentation tempe´re´e et θ-invariante de GL(n,E) et que cette repre´sentation
tempe´re´e a sa θ-trace qui est un transfert d’un paquet stable (en fait ”du” si
ceci est bien de´fini) de G contenant π.
4.1 Le cas des se´ries discre`tes strictement positives
Une ge´ne´ralisation des repre´sentations cuspidales, pour ce qui est fait ici, est
la notion de se´ries discre`tes strictement positives, comme cela avait de´ja` e´te´ le cas
en [19]. Par de´finition une telle se´rie discre`te est une repre´sentation irre´ductible
dont les modules de Jacquet cuspidaux sont de la forme ⊗(ρ,x)ρ| |
x × πcusp,
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ou` (ρ, x) de´crit un ensemble de couples forme´s d’une repre´sentation cuspi-
dale unitaire et d’un nombre re´el x strictement positif et ou` πcusp est une
repre´sentation cuspidale d’un groupe de la forme Gn′ avec n
′ ≤ n. Dans le
cas ou` G = SO(2n, F ) ou` GSpin2n(F ), il faut conside´rer simultane´ment π et
π˜ l’image de π par l’automorphisme exte´rieur et demander la meˆme proprie´te´
pour ces deux repre´sentations, ou encore ceci revient a` travailler avec le groupe
non connexe O(2n, F ) et son analogue pour GSpin2n(F ). Ici on ne classifiera
pas ces repre´sentations (cf. [19] qui se ge´ne´ralise cf par exemple [18] et Jang
Bogume [8]), les proprie´te´s de´crites ci-dessous nous suffisant.
Soit (ρ, x) un couple forme´ d’une repre´sentation cuspidale unitaire ρ et d’un
nombre re´el strictement positif x. Et soit π une se´rie discre`te fortement positive.
Lemme (i) On suppose que Jacρ| |xπ 6= 0 ; alors Jacρ| |xπ est une se´rie discre`te
strictement positive.
(ii)Supposons que x ≥ 1 ; les sous-quotients irre´ductibles de l’induite ρ| |x×π
sont des se´ries discre`tes fortement positives sauf l’unique quotient irre´ductible
qui peut e´ventuellement eˆtre toute l’induite.
Le (i) est comple`tement e´vident. Montrons (ii) ; soit π′ un sous-quotient irre´duc-
tible de l’induite de l’e´nonce´. Les modules de Jacquet cuspidaux de l’induite sont
obtenus en prenant ceux de π et en glissant soit ρ| |x soit θ(ρ)| |−x a` n’importe
quelle place sauf si G = SO(2n, F ) ou GSpin2n(F ), ou` il faut conside´rer simul-
tane´ment π et π˜ (l’image de π par l’automorphisme exte´rieur). Supposons que
π′ ait un module de Jacquet contenant un terme avec θ(ρ)| |−x. Par re´ciprocite´
de Frobenius on trouve une inclusion :
π′ →֒ ×(ρ′,x′)ρ
′| |x
′
× θ(ρ)| |−x × τ,
ou` τ est une repre´sentation irre´ductible convenable ; ne´cessairement ici x′ ≥ 1/2
d’ou` x + x′ > 1 par l’hypothe`se sur x′ et on peut mettre θ(ρ)| |−x en premie`re
position. Et π′ est alors le quotient de Langlands de l’induite.
Corollaire Il existe une unique repre´sentation θ-elliptique de G˜L qui est irre´-
ductible et dont la θ-trace est un transfert d’une combinaison line´aire stable de
repre´sentations elliptiques de G contenant π. De plus le support cuspidal de cette
repre´sentation de GL(n,E) est exactement le support cuspidal e´tendu de π.
L’existence de cette repre´sentation re´sulte de 2.3 (1) et de 2.8. On de´montre
l’unicite´ et sa description par re´currence sur n en initialisant la re´currence avec
les repre´sentations cuspidales si n > 0 ; et dans le cas ou` n = 0, le re´sultat est
vide sauf pour SO(1, F ) et GSpin(1, F ) ou` il est trivial, toutefois, il faut dans
ce cas accepte´ une petite extension de la formulation du the´ore`me pour que G˜L
existe aussi avec n = 0.
Soit π une se´rie discre`te strictement positive et soit ρ, x comme dans le lemme
(i) ci-dessus. Soit πGL une repre´sentation θ-elliptique irre´ductible de G˜L qui est
un transfert d’une combinaison line´aire stable de repre´sentations elliptiques de
G contenant π (cf. 2.3 (1) et 2.8). Il suffit e´videmment de de´montrer que le
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support cuspidal de πGL co¨ıncide avec le support cuspidal e´tendu de π et on
peut supposer que π n’est pas cuspidal. On fixe (ρ, x) tel que Jacρ| |xπ 6= 0
et on applique l’hypothe`se de re´currence a` π− := Jacρ| |xπ. On note π˜st la
combinaison line´aire stable de repre´sentations elliptiques de G contenant π se
transfe´rant en la θ-trace de πGL. La repre´sentation JacGLρ| |x(π
GL) est un transfert
de Jacρ| |x π˜st ; comme cette dernie`re repre´sentation contient une se´rie discre`te,
π−, la repre´sentation
Jacρ| |x π˜st
ne peut pas eˆtre une induite θ-stable a` partir d’un espace de Levi de G˜L. Ainsi si
l’on e´crit πGL comme l’induite ×(ρ′,a′)∈ESt(ρ
′, a′), ne´cessairement (ρ, 2x+1) ∈ E
et (ρ, 2x−3) /∈ E ; deplus, St(ρ, a−2)×(ρ′,a′)∈E;(ρ′,a′) 6=(ρ,a)St(ρ
′, a′) est un trans-
fert ne´cessairement d’une combinaison line´aire de repre´sentations elliptiques de
Gn−2dρ (dρ est de´fini par le fait que ρ est une repre´sentation de GL(dρ, E)) et
qui co¨ıncide avec Jacρ| |x π˜st. Cette combinaison line´aire contient donc π−. Par
l’hypothe`se de re´currence, le support cuspidal e´tendu de π− est exactement le
support cuspidal de JacGLρ| |x(π
GL). Le support cuspidal de π s’obtient en rajou-
tant ρ| |x et ρ| |−x au support cuspidal e´tendu de π− ; c’est la meˆme ope´ration
qui fait passer du support cuspidal de de JacGLρ| |xπ
GL a` πGL d’ou` le re´sultat.
4.2 Bloc de Jordan des se´ries discre`tes strictement posi-
tives
Soit π une se´rie discre`te strictement positive ; on lui a associe´ dans le corol-
laire de 4.1 une unique repre´sentation tempe´re´e πGL de G˜L(n,E). Ici on prend
comme de´finition de Jord(π) := {(ρ, a)} de telle sorte que
πGL ≃ ×(ρ,a)∈Jord(π)St(ρ, a);
on ve´rifiera dans la remarque de 7 que cette de´finition est bien analogue a` celle
donne´e en [21]. Mais ici on de´montre le re´sultat technique dont nous aurons
besoin : soit ℓ ∈ N et pour tout i ∈ [1, ℓ] la donne´e d’un couple ρi, xi ≥ 1 et
d’une se´rie discre`te strictement positive πi ve´rifiant inductivement que πi est
un sous-quotient de l’induite ρi| |
xi × πi−1, ou` l’on a pose´ π0 = π et xi > xi−1
avec x0 = 1/2.
Lemme Pour une telle suite, l’ensemble {(ρi, 2xi − 1); i ∈ [1, ℓ]} est un sous-
ensemble de Jord(π).
On fixe i ∈ [1, ℓ] ; on admet par re´currence que Jord(πi−1) s’obtient a` partir de
Jord(π) en remplac¸ant les blocs (ρj , 2xj−1); j ∈ [1, i[ par les blocs (ρj , 2xj+1),
cette assertion est vraie pour i = 0 et on la de´montre pour le i fixe´ ; on sait que le
support cuspidal e´tendu de πi est celui de πi−1 auquel on ajoute (ρi, xi), (ρ˜i,−xi)
(ou` ρ˜ ≃ ρ∗⊗ν ou ρˇ(cf. 2.1)). Mais d’autre part, comme πi est par hypothe`se une
se´rie discre`te strictement positive, son support cuspidal e´tendu est une union
de segment ; comme xi > 1/2 la seule possibilite´ est que ρi ≃ ρ˜i et que l’on
rajoute (ρi, xi) a` l’extre´mite´ d’un des segments du support cuspidal e´tendu de
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πi−1 ; il faut donc que (ρi, 2xi − 1) ∈ Jord(πi−1). On utilise alors l’hypothe`se
que xi < xj pour tout j ∈ [1, i[ ce qui force que (ρi, 2xi − 1) ∈ Jord(π) et c’est
alors ce couple qui devient (ρi, 2xi + 1) dans Jord(πi). D’ou` le lemme.
4.3 Un lemme de structure des se´ries discre`tes et des
repre´sentations tempe´re´es
Soit ρ une repre´sentation cuspidale de GL(dρ, E). Soit d, f des nombres
re´els tel que d + f ∈ N≥0. On note 〈d,−f〉ρ l’unique sous-repre´sentation de
GL((d+f +1)dρ, F ) incluse dans l’induite ×i∈[d,−f ]ρ| |
i ; c’est une se´rie discre`te
tordu par un caracte`re non unitaire.
Lemme Soit π une repre´sentation irre´ductible de G. Il existe un ensemble, T
de triplets (ρ, d, f) ordonne´ et une se´rie discre`te strictement positive, π>0 tels
que l’on ait une inclusion
π →֒ ×(ρ,d,f)∈T 〈d,−f〉ρ × π>0
et tels que f ≥ 0 pour tout (ρ, d, f) ∈ T et f ≥ f ′ si le triplet (ρ, d, f) pre´ce`de
le triplet (ρ′, d′, f ′) dans l’ordre de T .
Pre´cisons la situation des groupes SO(2n, F ) et GSpin2n(F ) ; on ne voit les
repre´sentations qu’a` conjugaison pre`s par l’automorphisme exte´rieur ; donc dans
le lemme, il faut e´ventuellement remplacer π par son conjugue´ par cet automor-
phisme.
On fixe une inclusion de π dans une repre´sentation induite a` partir d’une
repre´sentation cuspidale : ci-dessous ℓ ∈ N, pour i ∈ [1, ℓ], les ρi sont des
repre´sentations cuspidales unitaires, les xi sont des nombres re´els et πcusp est
une repre´sentation cuspidale d’un groupe Gncusp , pour ncusp convenable :
π →֒ ×i∈[1,ℓ]ρi| |
xi × πcusp; (1)
Le terme de droite de (1) n’est e´videmment pas uniquement de´termine´ et on
fait un choix de telle sorte que le nombre de mini∈[1,ℓ]xi soit minimal pour tous
les choix possibles. Ainsi si dans (1) aucun des xi n’est infe´rieur ou e´gal a` 0, π
est une se´rie discre`te strictement positive (par re´ciprocite´ de Frobenius aucun
terme du module de Jacquet cuspidal ne contient de termes ”ne´gatifs”).
On suppose donc qu’il existe xi ≤ 0 dans le terme de droite de (1) ayant la
proprie´te´ de minimalite´ pre´ce´dente et on note ℓ1 le plus petit indice tel que xℓ1
soit minimal dans (1). On pose f1 := −xℓ1 ; on peut modifier le terme de droite
de (1) uniquement en permutant e´ventuellement les termes xi pour i ≤ ℓ1 de
sorte que ρℓ1 | |
xℓ1 soit le plus a` gauche possible. On est alors suˆr que pour tout
i ≤ ℓ1, ρi ≃ ρℓ1 et il existe un sous-quotient τ1 de l’induite de GL(dρℓ1 ℓ1, E)
×i∈[1,ℓ1]ρℓ1 | |
x1 tel que l’inclusion (1) se factorise en
π →֒ τ1 ×i>ℓ1 ρi| |
xi × πcusp. (2)
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La minimalite´ de ℓ1 assure alors que τ1 = 〈x1,−f1〉ρℓ1 . On peut encore factoriser
l’inclusion (2) en
π →֒ τ1 × π
′,
ou` π′ est une repre´sentation convenable. On applique le lemme a` π′ et on obtient
le lemme pour π en remarquant que l’ine´galite´ du lemme est bien satisfaite par
minimalite´ de xℓ1 .
Remarque On suppose que π est une repre´sentation tempe´re´e (resp. une se´rie
discre`te) ; alors dans le lemme ci-dessus, on a en plus ne´cessairement pour tout
(ρ, d, f), d− f ≥ 0 (resp. d− f > 0).
Raisonnons par l’absurde, on suppose qu’avec les notations du lemme pre´ce´dent,
il existe un des triplets (ρ, d, f) tel que d − f < 0 et on fixe un tel triplet le
plus a` gauche possible ; il ne peut eˆtre en premie`re position car cela contredirait
le crite`re de Casselman. Pour tout triplet (ρ′, d′, f ′) plus a` gauche f ′ ≤ d′ (par
minimalite´) et donc ne´cessairement d′−f ′ ≥ 0 > d−f et f−f ′ > d−d′ ; par les
ine´galite´s sur les extre´mite´s f , on a aussi f ′ ≥ f d’ou` aussi d′ ≥ d et le segment
[d,−f ] est inclus dans le segment [d′,−f ′]. Ainsi l’induite pour le bon groupe
GL(n,E) : 〈d′,−f ′〉ρ′ × 〈d,−f〉ρ est irre´ductible et on peut donc commuter les
deux facteurs. En agissant ainsi de proche en proche, on rame`ne 〈d,−f〉ρ en
premie`re position et on a une contradiction avec le crite`re de Casselman.
4.4 Sur les points de re´ductibilite´ des se´ries discre`tes
Soit π une repre´sentation tempe´re´e irre´ductible ; on note Red(π) l’ensemble
des suites finies de triplets {(ρi, xi, πi), i ∈ [1, ℓ]} telle que ℓ est un entier, pour
tout i ∈ [1, ℓ], xi ∈ R>1/2 et πi une repre´sentation tempe´re´e irre´ductible qui
ve´rifie inductivement que πi →֒ ρi| |
xi × πi−1 avec π0 = π. On remarque que
contrairement au cas des se´ries discre`tes strictement positives ( paragraphe 4.1),
on demande vraiment que πi soit un sous-module et pas seulement un sous-
quotient. On demande encore que xi ≥ xi+1 pour tout i ∈ [1, ℓ[.
On fixe aussi une inclusion comme dans 4.3 ; donc on a Jord(π+) et les
triplets (ρ, d, f), ensemble de triplets que l’on note T .
Lemme Soit {(ρi, xi, πi); i ∈ [1, ℓ]} un e´le´ment de Red(π). Alors pour tout
i ∈ [1, ℓ], il existe soit (ρ, a) ∈ Jord(π+) tel que ρi ≃ ρ et a = 2xi − 1 soit il
existe (ρ, d, f) ∈ T tel que soit ρi ≃ ρ et xi = d+1 soit θ(ρi) ≃ ρ et xi = f +1.
On peut ajouter que, pour tout i ∈ [1, ℓ], πi ve´rifie une inclusion comme dans
4.3 en remplac¸ant dans celle-ci certains (ρ, d, f) par (ρ, d+ 1, f) ou (ρ, d, f + 1)
et/ou en remplac¸ant π+ par une se´rie discre`te totalement positive πi,+ ayant
comme blocs de Jordan ceux de π+ mais certains d’entre eux passant de (ρ, a)
a` (ρ, a + 2). Comme cela et en tenant compte des ine´galite´ xj ≥ xj+1, il suffit
de faire la preuve avec ℓ = 1. On a par hypothe`se :
π1 →֒ ρ1| |
x1 × π →֒
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ρ1| |
x1 ×(ρ,d,f)∈T 〈d,−f〉ρ × π+.
On de´place ρ1| |
x1 vers la droite ; c’est toujours possible par isomorphisme au-
dessus d’une repre´sentation 〈d,−f〉ρ si l’une au moins des deux conditions sui-
vantes n’est pas satisfaite : ρ1 ≃ ρ et x1 = d + 1. Si les deux conditions sont
satisfaites (c’est une des e´ventualite´s du lemme) on a deux cas possibles : soit π1
est inclus dans l’induite obtenue en remplac¸ant 〈d,−f〉ρ par 〈d + 1,−f〉ρ, soit
on peut quand meˆme faire commuter 〈d,−f〉ρ et ρ1| |
x1 en gardant l’inclusion.
Le premier cas, termine la preuve et dans le deuxie`me on continue : si on arrive
jusqu’a`
π1 →֒ ×(ρ,d,f)∈T 〈d,−f〉ρ × ρ| |
x1 × π+,
on peut remplacer ρ| |x1 × π+ par un sous-quotient irre´ductible. Tous les sous-
quotients irre´ductibles sont des se´ries discre`tes positives sauf celui qui est inclus
dans θ(ρ1)| |
−x1×π+. Sauf le dernier cas, on est encore dans l’une des e´ventualite´s
du lemme graˆce a` 4.1. Reste le dernier cas, ou` on pousse θ(ρ1)| |
−x1 vers la
gauche ; on obtient soit l’un des cas restant du lemme, soit
π1 →֒ θ(ρ)1| |
−x1 ×(ρ,d,f)∈T 〈d,−f〉ρ × π+.
Ceci est impossible car π1 est suppose´e une repre´sentation tempe´re´e.
Corollaire Soit π une repre´sentation tempe´re´e irre´ductible et soit {(ρi, xi, πi);
i ∈ [1, ℓ]} un e´le´ment de Red(π). Alors
∑
i∈[1,ℓ] dρi(2xi− 1) ≤ n ; supposons que
l’on ait l’e´galite´ et que pour tout i ∈ [1, ℓ], ρi ≃ θ(ρi) et xi est un demi-entier,
alors le support cuspidal e´tendu de π est le support cuspidal de la repre´sentation
tempe´re´e ×i∈[1,ℓ]St(ρi, 2xi − 1) de GL(n,E).
En tenant compte du lemme pre´ce´dent (cf. aussi la preuve de ce lemme), on a
∑
i∈[1,ℓ]
dρi(2xi − 1) ≤
∑
(ρ,d,f)∈T
dρ(2d+ 1 + 2f + 1) +
∑
(ρ,a)∈Jord(π+)
dρa.
Evidemment 2d+ 1+ 2f + 1 = 2(d+ f + 1) vaut 2 fois la longueur du segment
[d,−f ] et le terme de droite vaut donc exactement n. L’e´galite´ force le fait
que pour tout (ρ, d, f) ∈ T , il existe i ∈ [1, ℓ] tel que ρi ≃ ρ et xi = d + 1
et il existe j ∈ [1, ℓ] tel que ρj ≃ θ(ρj) = ρ et xj = f + 1 et que pour tout
(ρ, a) ∈ Jord(π+) il existe i
′ ∈ [1, ℓ] tel que ρi′ ≃ ρ et 2xi′ − 1 = a. Ce
qui nous inte´resse, avec les hypothe`ses de la fin du lemme est que cela force
tout triplet (ρ, d, f) ∈ T de ve´rifier ρ ≃ θ(ρ) et d, f ∈ 1/2Z≥0 puisque le
suppose que les ρi ≃ θ(ρi) et xi ∈ 1/2N et xi > 1/2. Par de´finition du support
cuspidal e´tendu, celui de π est l’union pour (ρ, d, f) ∈ T des ensembles ρ| |x;x ∈
[d,−f ] et θ(ρ)| |−x;x ∈ [d,−f ] auquel on ajoute le support cuspidal e´tendu
de π+. On peut donc re´crire les ensembles ci-dessus sous la forme ρ| |
x avec
x ∈ [d,−d] ∪ [f,−f ]. Ceci est le support cuspidal de la repre´sentation tempe´re´e
St(ρ, 2d+1)×St(ρ, 2f+1). Comme on sait de´ja` que le support cuspidal e´tendu
de π+ est celui d’une repre´sentation tempe´re´e, cela conclut la preuve du lemme.
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4.5 Paquet stable de se´ries discre`tes
The´ore`me Soit π une se´rie discre`te de G ; soit aussi πGL une repre´sentation
θ-elliptique de G˜L dont la θ-trace a une projection sur I
G,st
cusp qui n’est pas ortho-
gonale a` π. Alors le support cuspidal de πGL co¨ıncide avec le support cuspidal
e´tendu de π.
On va de´montrer en meˆme temps le comple´ment important suivant :
Proposition Soit π une repre´sentation elliptique de G dont la projection de
la trace sur IG,stcusp n’est pas nulle alors π est une se´rie discre`te.
On proce`de ainsi : on fixe une repre´sentation θ-elliptique de G˜L(n,E) que l’on
note πGL ; on suppose que la θ-trace de πGL a une projection non nulle sur IG,stcusp
et on montre que toute repre´sentation elliptique intervenant dans cette θ trace
est une se´rie discre`te et que le support cuspidal e´tendu de cette se´rie discre`te
est le support cuspidal de πGL.
On e´crit πGL sous la forme ×(ρi,ai)∈i∈[1ℓ]St(ρi, ai) et on suppose que pour
i ∈ [1, ℓ[, ai ≤ ai+1. On fixe π une repre´sentation tempe´re´e irre´ductible qui
compose une des repre´sentations elliptiques intervenant dans la projection sur
IGcusp,st de cette θ-trace. On va montrer que pour tout i ∈ [1, ℓ], il existe une
repre´sentation tempe´re´e irre´ductible πi tel que {(ρi, (ai+1)/2, πi); i ∈ [1, ℓ] soit
dans Red(π). Ve´rifions que cela suffira : on sait par construction que
∑
i∈[1,ℓ]
dρiai = n.
Ainsi le support cuspidal e´tendu de π est le support cuspidal de πGL ; comme
πGL est elliptique tous les (ρi, ai) sont distincts avec ρi ≃ θ(ρi) pour tout i ; et
π est ne´cessairement une se´rie discre`te : en effet une repre´sentation tempe´re´e
qui n’est pas une se´rie discre`te ve´rifie une inclusion comme en 4.3 (1) mais avec
un des triplets (ρ, d, f) ve´rifiants d = f ; cela force l’existence de i 6= i′ ∈ [1, ℓ]
avec ρi ≃ ρ et ai = 2d−1 et θ(ρi′ ) = ρ avec ai′ = f +1, d’ou` ρi = ρi′ et ai = ai′
ce qui a e´te´ exclu.
Il reste donc a` construire les πi pour i ∈ [1, ℓ] ; on proce`de de fac¸on des-
cendante. On pose n+ := n+
∑
i∈[1,ℓ] 2dρi et on note π
GL
+ la repre´sentation de
GL(n+, E) e´gale a` ×i∈[1,ℓ]St(ρi, ai+2). On conside`re la projection de la θ-trace
de πGL+ sur I
Gn+ ,st
cusp ; on sait d’apre`s 2.6 qu’en appliquant
◦i∈[ℓ,1]Jacρi| |(ai+1)/2
a` cette projection, on trouve la projection de la θ-trace de πGL sur IGn,stcusp . En
tenant maintenant compte de 2.7, on voit qu’il existe une repre´sentation note´e
πℓ tempe´re´e irre´ductible qui est composante d’une repre´sentation elliptique in-
tervenant dans la projection de πGL+ sur I
G
cusp et telle que
◦i∈[ℓ,1]Jacρi| |(ai+1)/2πℓ = π.
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On pose, pour tout i ∈ [1, ℓ[, πi = ◦j∈[ℓ,i+1]Jacρj | |(aj+1)/2πℓ. La repre´sentation
πi est ne´cessairement tempe´re´e car elle intervient dans la projection de
×j∈[1,i]St(ρi, ai + 2)×j∈[i+1,ℓ] St(ρi, ai)
sur I
Gn+2
∑
i∈[1,i] dρi
,st
cusp et on a inductivement
Jacρi+1| |(ai+1)/2πi+1 = πi.
Ainsi πi+1 est un sous-module irre´ductible de l’induite ρi+1| |
(ai+1+1)/2 × πi.
Avec 2.7, on sait que
Jacρi+1| |(ai+1+1)/2,ρi+1| |(ai+1+1)/2πi+1 = 0
et donc que Jacρi+1| |(ai+1+1)/2πi = 0. Ainsi par re´ciprocite´ de Frobenius l’induite
ρi+1| |
(ai+1+1)/2×πi a un unique sous-module irre´ductible qui est ne´cessairement
πi+1. On a donc toutes les proprie´te´s souhaite´es.
Corollaire Soit π une se´rie discre`te de G. Il existe une unique combinai-
son line´aire de toutes les se´ries discre`tes de G ayant meˆme support cuspidal
e´tendu que π qui soit stable et cette combinaison line´aire se transfe`re en l’unique
repre´sentation θ-elliptique de G˜L(n,E) ayant pour support cuspidal le support
cuspidal e´tendu de π. De plus IG,stcusp est engendre´ comme espace vectoriel par ces
combinaisons line´aires stables.
On fixe π ; on a donc le support cuspidal e´tendu de π d’ou` l’existence d’une
unique repre´sentation θ-elliptique de G˜L ayant pour support cuspidal le support
cuspidal e´tendu de π ; on la note πGL. On sait que πGL est un transfert d’une
repre´sentation virtuelle stable πst deGn ; πst est orthogonal a` toute se´rie discre`te
n’ayant pas meˆme support cuspidal e´tendu que π d’apre`s le the´ore`me pre´ce´dent ;
cette combinaison line´aire ne peut eˆtre orthogonale a` une se´rie discre`te, π′, ayant
meˆme support cuspidal e´tendu que π car sinon π′ aurait une projection nulle
sur I
G,st
cusp ce qui a e´te´ exclu en 2.4.
4.6 Support cuspidal e´tendu et endoscopie
The´ore`me Soit H une donne´e endoscopique elliptique de G et ΠH,st une com-
binaison line´aire stable de se´ries discre`tes de H ayant toutes meˆme support cus-
pidal e´tendu ; on suppose que cette combinaison line´aire se transforme sous les
automorphismes du groupe endoscopique suivant le caracte`re de´termine´ par G
(le caracte`re trivial, ici). Le transfert endoscopique de cette distribution stable
est une combinaison line´aire de repre´sentations elliptiques de G dont toutes
les composantes irre´ductibles ont pour support cuspidal e´tendu l’image (cf. la
preuve) du support cuspidal e´tendu des repre´sentations de H dont on est parti.
Le lemme 2.7 n’est pas exact pour une repre´sentation elliptique ; dans cet
e´nonce´ on prenait comme hypothe`se que la repre´sentation elliptique apparaˆıt
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dans une combinaison line´aire stable de repre´sentations elliptiques ; or nous
avons vu en 4.5 que cette hypothe`se n’est pas satisfaite en ge´ne´ral. Il faut a` la
place utiliser le lemme suivant, pour e´viter des annulations dans le calcul de
modules de Jacquet :
Lemme Soit π une repre´sentation tempe´re´e irre´ductible composante d’une re-
pre´sentation elliptique de G. Et soit ρ une repre´sentation cuspidale unitaire
de GL(dρ, E) et x ∈ R. Alors Jacρ| |x ◦ Jacρ| |xπ est soit nul soit est une
repre´sentation irre´ductible, π′, et on a alors que π est l’unique sous-repre´senta-
tion irre´ductible de l’induite ρ| |x × ρ| |x × π′.
Il existe ne´cessairement une donne´e endoscopique elliptique H de G (qui peut
eˆtre G lui-meˆme) et une combinaison line´aire stables de se´ries discre`tes de H ,
ΠH,st, vu comme un e´le´ment de I
H,st
cusp , se transformant correctement sous les
automorphismes de la donne´e endoscopique, dont le transfert a` G a π comme
l’une de ses composantes.
En proce´dant comme dans la preuve de 2.7, on note t le plus grand entier
tel qu’il existe τ une composante du transfert tel que Jacρ| |x ◦ · · · ◦ Jacρ| |xτ est
non nul ou` il y a t facteurs Jacρ| |x . On ve´rifie ici que t est infe´rieur ou e´gal au
plus grand entier t′ tel que Jacρ| |x ◦ · · · ◦ Jacρ| |xΠH,st soit non nul, ou` il y a
t′ facteur Jacρ| |x . On calcule t
′ en utilisant 2.7 ; t′ vaut au plus 2, puisque H
est un produit d’au plus deux groupes. D’ou` t ≤ 2. Le cas t = 2 est tout a` fait
possible. La suite du lemme est comme en 2.7.
On de´finit ici Red(π) comme e´tant l’ensemble des suites, de la forme
(ρi, xi, πi); i ∈ [1, ℓ]
(ℓ de´pend de la suite) tel que pour tout i ∈ [1, ℓ] xi ≥ xi+1 > 1/2, πi est
une repre´sentation tempe´re´e (on pose π0 = π) telle que πi+1 = πi si (ρi, xi) =
(ρi+1, xi+1) et πi →֒ ρi| |
xi×πi−1 si (ρi, xi) 6= (ρi+1, xi+1) et dans le cas restant :
πi+1 = πi →֒ ρi| |
xi × ρi| |
xi × πi−1.
Ensuite on de´montre comme dans 4.4 que pour tout e´le´ment comme ci-dessus
de Red(π), on a
∑
i∈[1,ℓ] dρi(2xi − 1) ≤ n. La fin du corollaire de loc. cite est
aussi exacte, c’est-a`-dire que l’e´galite´ couple´e avec le fait que les xi sont des
demi-entiers et ρi ≃ θ(ρi) entraˆınent que le support cuspidal de π est le support
cuspidal de la repre´sentation tempe´re´e ×i∈[1,ℓ]St(ρi, 2xi − 1).
On de´montre maintenant le the´ore`me ; on va le spe´cialiser au cas du groupe
unitaire car c’est dans ce cas que l’image des groupes endoscopiques fait in-
tervenir quelques torsions. On fixe donc une de´composition n = n1 + n2 et H
la donne´e endoscopique associe´ (cf[33] 1.8) ; pour nous, on voit H comme un
produit de groupes unitaires, H := U(n1, E/F ) × U(n2, E/F ) et la donne´e de
deux caracte`res de E∗, ωi pour i = 1, 2 tel que pour i = 1, 2, la restriction de
ωi a` F
∗ vaut le caracte`re quadratique associe´ a` l’extension E de F si n− ni est
impaire et est le caracte`re trivial sinon. On suppose que ω1 = ω2 si n1 = n2. Il
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y a un automorphisme non trivial de la donne´e endoscopique que si n1 = n2 et
l’automorphisme non trivial e´change de fac¸on e´vidente les deux facteurs.
Un paquet stable de se´ries discre`tes, pour U(n1, E/F ) × U(n2, E/F ) est
associe´ a` certaines repre´sentations tempe´re´es de GL(n1, E) × GL(n2, F ) que
l’on a donc le droit d’e´crire sous la forme
×(ρ,a)∈E1St(ρ⊗ ω1, a)××(ρ,a)∈E2St(ρ⊗ ω2, a). (1)
En ayant ainsi glisse´ les torsions dans la de´finition de Ei pour i = 1, 2 l’image
du support cuspidal pour GL(n,E) est tout simplement le support cuspidal de
la repre´sentation ×(ρ,a)∈E1∪E2St(ρ, a).
Le paquet (1) n’est stable sous l’automorphisme non trivial quand il existe
que si E1 = E2 et si cette condition est ve´rifie´e, la distribution stable associe´e
au paquet de se´ries discre`tes de U(n/2, E/F )×U(n/2, E/F ) ayant comme sup-
port cuspidal e´tendu le support cuspidal de (1) est ne´cessairement invariant par
l’automorphisme par unicite´. Dans les autres cas, il faut e´ventuellement sommer
deux paquets de repre´sentations.
Le transfert entrelace Jacρ| |x avec Jacρ⊗ω1| |x ⊗ Id⊕ Id⊗ Jacρ⊗ω2| |x . C’est
la` que l’on voit que comme E1 ∪ E2 peut avoir de la multiplicite´ 2, on peut tre`s
bien avoir t′ = 2 avec les notations du de´but de la preuve.
On fixe Ei pour i = 1, 2 comme dans (1) et on de´montre le the´ore`me pour
la distribution stable associe´e rendue, si ne´cessaire, invariante sous le groupe
d’automorphisme de la donne´e endoscopique. On pose E = E1∪E2 et on ordonne
E en notant ℓ le nombre d’e´le´ments de E en prenant en compte les multiplicite´s
e´ventuelles et en e´crivant :
E = {(ρi, ai); i ∈ [1, ℓ]},
l’ordre ve´fiiant : s’il existe i 6= j ∈ [1, ℓ] tel que ρi = ρj et ai = aj alors |i−j| = 1
et a1 ≥ · · · ≥ aℓ.
On conside`re n+ = n+ 2
∑
i∈[1,ℓ] dρi et pour i = 1, 2,
ni,+ = ni + 2
∑
(ρ,a)∈Ei
dρ.
Pour la donne´e endoscopique U(n1,+, E/F )×U(n2,+, E/F ) de U(n+, E/F ) on
conside`re la distribution stable combinaisons line´aires de se´ries discre`tes associe´e
(par le corollaire 4.5) a` E1,+×E2,+ ou` pour i = 1, 2, on obtient Ei,+ en remplac¸ant
(ρ, a) par (ρ, a + 2) dans Ei. On rend e´ventuellement invariant ce paquet par
l’automorphisme de la donne´e endoscopique et on le transfe`re ; la situation de
de´part s’obtient a` partir de cette situation en appliquant ◦i∈[1,ℓ]Jacρi| |(ai+1)/2 a`
un scalaire pre`s (qui de´pend des multiplicite´s) mais qui n’importe pas. Ainsi, en
tenant compte du lemme ci-dessus, dans ce transfert, il existe une composante
π+ tel qu’a` un scalaire pre`s :
π = ◦i∈[1,ℓ]Jacρi| |(ai+1)/2π+.
Ensuite on termine la de´monstration comme dans le cas des se´ries discre`tes.
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4.7 De´finition des paquets de Langlands des se´ries dis-
cre`tes
The´ore`me Le support cuspidal e´tendu est l’invariant de´terminant les paquets
de Langlands. Ou encore, la combinaison line´aire stable de se´rie discre`te de´crite
dans le corollaire 4.5 est la projection de la trace de π sur I
G,st
cusp.
Remarque Soit π une repre´sentation elliptique de G et soit H une donne´e
endoscopique elliptique G ; alors la projection de la trace de π sur I
H,st
cusp est soit
0 soit exactement (a` un scalaire pre`s) le paquet invariant sous le groupe d’au-
tomorphisme de H porte´ par les se´ries discre`tes de H dont l’image du support
cuspidal e´tendu est exactement le support cuspidal e´tendu de π.
La remarque est plus ge´ne´rale que le the´ore`me c’est donc elle que nous allons
montrer mais en fait elle n’apporte pas grand chose car dans l’e´nonce´ on peut
tre`s certainement enlever le ”est soit 0” et ajouter a` la fin quand un tel paquet
existe. On ne de´montre pas ce re´sultat plus ge´ne´ral ici car la de´monstration
potentielle doit imiter celle d’Arthur et en meˆme temps calculer les coefficients
de ces projections ; cela ne´cessite de repasser a` une situation globale et donc
de´passe le cadre de ce travail ; le cas des groupes orthogonaux et symplectiques
est fait par [6] et celui des groupes unitaires est dans [31] et [25].
On fixe une repre´sentation elliptique de G. Pour toute donne´e endoscopique
elliptique H (prise a` e´quivalence pre`s) de G on note πH,st la projection de la
trace de π sur I
H,st
cusp et on de´compose πH,st en π
H,st
0 + π
H,st
1 , ou` π
H,st
1 est la
projection de πH,st sur l’espace orthogonal a` toute trace de se´rie discre`te de H
dont le support cuspidal e´tendu n’est pas celui de π ; ainsi πH,sti est invariant
par le groupe d’automorphisme de H pour i = 0, 1. On sait avec 4.6 que le
transfert de ⊕Hπ
H,st
1 est un e´le´ment de I
G
cusp orthogonal a` la trace de π. Donc
la trace de π est le transfert de ⊕Hπ
H,st
0 et le re´sultat.
4.8 Conclusion
Etant donne´ une se´rie discre`te π de G, on a associe´ a` π deux distributions
stables : l’une est obtenue naturellement en projetant un pseudocoefficient cus-
pidal de π dans IG,stcusp (2.3) et l’autre en conside´rant l’unique e´le´ment de I
G,st
cusp non
orthogonal a` π et dont le transfert a` IG˜Lcusp est une repre´sentation irre´ductible.
Le the´ore`me ci-dessus montre que ces deux de´finitions co¨ıncident. On de´finit
ainsi le paquet de Langlands de π comme l’ensemble des se´ries discre`tes π′ de G
qui constituent la distribution stable pre´ce´dente ; ce sont pre´cise´ment les se´ries
discre`tes ayant le meˆme support cuspidal e´tendu que π. Ainsi tous les paquets
de Langlands sont disjoints.
On e´tend ces de´finitions aux cas des repre´sentations tempe´re´es en utilisant
le fait que l’induction commute au transfert.
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5 Morphisme dans le L-groupe
Maintenant que l’on a de´montre´ que les paquets de Langlands des se´ries discre`tes
de G sont parame´tre´s par certaines repre´sentations tempe´re´es de G˜L(n,E), on
peut associer a` un tel paquet le morphisme de Langlands de WF × SL(2,C)
dans le L-groupe de GL(n,E) vu comme groupe de´fini sur F (si E 6= F ). Le
but de cette partie est de de´montrer que l’image, a` conjugaison pre`s, se factorise
par le L-groupe de G. Cet aspect est fait dans [6] en quelques pages et il est
tout a` fait exact qu’il n’y a rien de profond dans la de´monstration ; toutefois
la de´monstration utilise elle un re´sultat profond qui est l’e´galite´ des fonctions
L dites d’Artin (qui ont e´te´ de´finies par Shahidi) avec les fonctions L que l’on
obtient via la correspondance de Langlands. Ce re´sultat est duˆ a` He´nniart en
[16] et utilise les re´sultats de Shahidi [28].
5.1 Le cas des morphismes irre´ductibles
Proposition Soit πGL une se´rie discre`te irre´ductible de G˜L qui est θ inva-
riante. Alors il existe un unique sous-groupe endoscopique elliptique simple tel
que le parame`tre de Langlands de πGL se factorise, a` conjugaison pre`s, par son
L-groupe
Le cas de GL(n, F ) et de son automorphisme exte´rieur est bien connu : un tel
morphisme est soit orthogonal, soit symplectique, cela se voit sur l’existence
ou non de poˆle a` la fonction L(πGL, r, s) en s = 0 pour r soit la repre´senation
Sym2Cn soit la repre´sentaiton ∧2Cn de GL(n∗,C) ; un poˆle a` la fonction L as-
socie´ a` Sym2 ne suffit pas pour de´terminer le L groupe, ce qui est bien connu
depuis longtemps : l’existence du poˆle assure que le morphisme se factorise par
O(n,C). En composant avec le de´terminant, on obtient un caracte`re quadra-
tique qui, si n est pair, de´termine le discriminant du groupe orthogonal (et donc
l’action du groupe de Galois, pour le L-groupe) et si n est impair est le ca-
racte`re χ de [33] 1.8. Cela se ge´ne´ralise (cf. [4] paragraphe 2, page 68) au cas de
GL(n, F )×GL(1, F ).
Le cas moins connu est celui ou` E est une extension quadratique de F
donnant lieu aux fonctions L d’Asai. Et on va le traiter ici mais le re´sultat n’est
e´videmment pas nouveau, bien au contraire (cf. par exemple [26],[7]).
5.2 Le cas des groupes unitaires et de leur groupe dual
Pour la commodite´ du lecteur on re´crit ici le formalisme de Langlands concer-
nant les groupes unitaires.
Soit π une repre´sentation de GL(n,E) ; on lui associe, via la fonctorialite´ de
Langlands, un morphisme de WE × SL(2,C) dans GL(n,C). On note ψπ,E le
morphisme ainsi associe´.
Remarque On suppose que π est une se´rie discre`te autocontragre´diente ; alors
il existe un signe λπ tel que pour tout σ ∈WF −WE, il existe α ∈ GL(n,C) tel
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que
ψπ,E(σ
2) = λπ
tα−1 α (1)
∀w ∈ WE × SL(2,C), ψπ,E(σ
−1wσ) = α−1 tψπ,E(w)
−1α. (2)
On ve´rifie d’abord que si λπ existe tel que (1) et (2) sont ve´rifie´s pour un choix
de σ alors, pour ce λπ, (1) et (2) sont ve´rifie´s pour tout choix de σ, bien suˆr
α de´pend lui de σ. L’unicite´ de λπ est aussi claire car par hypothe`se π est une
se´rie discre`te et ψπ,E de´finit donc une repre´sentation irre´ductible de WE ; ainsi
α en (2) est de´termine´ a` un scalaire pre`s.
Montrons l’existence de λπ . On fixe donc σ et α tel que (2) soit ve´rifie´,
ce qui est possible puisque π est suppose´ autocontragre´diente. On pose β :=
ψπ,E(σ
2). En remplac¸ant dans (2), w par σ−1wσ, on obtient, pour tout w ∈
WE × SL(2,C) :
β−1ψπ,E(w)β = α
−1 tψπ,E(σ
−1wσ)−1α
et en appliquant encore (2), cela vaut : α−1 tαψπ,E(w)
tα−1α. Par irre´ductibilite´
de ψπ,E , il existe donc un scalaire λ tel que
β = λ tα−1α.
On applique (2) a` w = σ2 et on obtient β = α−1 tβ−1α et en remplac¸ant β par
la valeur de´ja` trouve´e :
λ tα−1α = λ−1 α−1α tα−1α;
c’est-a`-dire λ2 = 1. Et λ satisfait (1).
De´finition Soit π une repre´sentation θ-elliptique de GL(n,E) ; ainsi π est
une induite de se´ries discre`tes, chaque se´rie discre`te e´tant elle-meˆme auto-
contragre´diente et n’intervenant qu’une fois. On parle donc du signe attache´
a` chaque se´rie discre`te composant π.
Proposition Soit π une repre´sentation θ elliptique de GL(n,E). Alors le pa-
rame`tre de Langlands de π se factorise, a` conjugaison pre`s, par le L groupe de
U(n,E/F ) si et seulement si le signe associe´ a` chaque se´rie discre`te composant
π vaut (−1)n−1.
On note σ0 l’e´le´ment non trivial du groupe de Galois de E/F et θ
∗ l’automor-
phisme dual de θ.
On commence par rappeler que le L-groupe deGL(n,E) vu comme F -groupe
est isomorphe a`
(GL(n,C)×GL(n,C))⋊Gal(E/F ), (1)
ou` σ0 agit en permutant les deux facteurs. L’action de θ
∗ est alors donne´e par :
θ∗(g, g′) = (J tg
′−1J−1, J tg−1J−1),
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ou` J est la matrice antidiagonale ayant alternativement des 1 et des -1 ; en
particulier J−1 =t J = (−1)n−1J .
Le groupe dual de U(n,E/F ) est exactement l’ensemble des e´le´ments inva-
riants par θ∗ ; il est isomorphe a` GL(n,C)⋊Gal(E/F ) ou` σ0 agit sur GL(n,C)
par σ0(g) = J
tg−1J−1, par l’isomorphisme, valant l’identite´ sur Gal(E/F ) et
ve´rifiant
g ∈ GL(n,C) 7→ (g, J tg−1J−1).
On associe a` π son parame`tre de Langlands ψπ,E . On suppose d’abord que
toute se´rie discre`te constituant π a pour signe (−1)n−1 et on va montrer que le
parame`tre de Langlands de π se factorise, a` conjugaison pre`s, par le L-groupe
de U(n,E/F ).
On note ψπ,E le morphisme de Langlands associe´ a` π vu comme morphisme
de WE × SL(2,C) dans GL(n,C). Pour e´crire le morphisme de Langlands de
π quand on voit GL(n,E) comme un groupe sur F , on fixe σ un e´le´ment de
WE −WF et on note ψπ,F le morphisme de WF × SL(2,C) dans (1) :
ψπ,F (w) = (ψπ,E(w), ψπ,E(σ
−1wσ)),
ψπ,F (σ) = σ0(1, ψπ,E(σ
2)).
Pour e´viter des erreurs on fait les ve´rifications usuelles :
ψπ,F (σ)
−1ψπ,F (w)ψπ,F (σ) = (1, ψπ,E(σ
−2))(ψ(σ−1wσ), ψπ,E(w))(1, ψπ,E(σ
2))
= (ψπ,E(σwσ
−1), ψπ,E(σ
−2wσ2)) = ψπ,F (σ
−1wσ);
ψπ,F (σ)
2 = (ψπ,E(σ
2), ψπ,E(σ
2)) = ψπ,F (σ
2).
De plus le choix de σ n’influe qu’a` conjugaison pre`s.
On e´crit π comme une induite de se´rie discre`te ; donc le parame`tre de π est
la somme directe des parame`tres de chacune de ces se´ries discre`tes. On applique
la remarque pre´ce´dente a` chaque se´rie discre`te d’ou` une matrice α de GL(n,C)
obtenue en prenant la somme directe de celles convenant pour chaque se´rie
discre`te. Ici on suppose uniquement que le signe associe´ a` chaque se´rie discre`te
ne de´pend que de π et on le note λπ . D’ou`
∀w ∈WE × SL(2,C), ψπ,F (w) = (ψπ,E(w), α
−1 tψπ,E(w)α),
ψπ,F (σ) = σ0(1, λ
t
πα
−1α).
On calcule le conjugue´ ψ′π,F := (1, Jα)ψπ,F (1, α
−1J−1) et on a :
∀w ∈WE × SL(2,C), ψπ,F (w) = (ψπ,E(w), J
tψπ,E(w)
−1J−1); (2)
ψ′π,F (σ) = σ0(Jα, 1)(ψπ,E(σ
2), 1)(1, α−1J−1) =
σ0(Jα, λ
t
πα
−1J−1). (3)
On remarque que les e´le´ments de (2) sont bien invariants sous θ∗. Pour (3), on
remarque d’abord que
J t(Jα)−1J−1 = (J tJ−1)tα−1J−1 = (−1)n−1(tα−1J−1).
Ainsi (3) est dans le commutant de θ∗ si et seulement si λπ = (−1)
n−1.
Pour la re´ciproque, on proce`de en sens inverse. Cela termine la preuve.
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5.3 Lien avec les fonctions L d’Asai
On rappelle la definition de la fonction L d’Asai (cf. [17]) : un peu plus
ge´ne´ralement on fixe d un entier et un signe η et on conside`re la repre´sentation
Asaiη de (GL(d,C)×GL(d,C)) ⋊Gal(E/F ) dans C
d2 de´finie par :
∀A ∈ End(Cd), ∀g, g′ ∈ GL(d,C)Asaiη(g, g
′)(A) = gA tg′
et pour σ0 l’e´le´ment non trivial de Gal(E/F ) et A comme ci-dessus
Asaiη(σ0)A = η
tA.
Corollaire Soit π une repre´sentation θ-elliptique de GL(n,E) ; on e´crit π =
×(ρ,a)∈ESt(ρ, a) ou` E est un ensemble de couples forme´s d’une repre´sentation
cuspidale ρ de GL(dρ, E) et d’un entier a. Le parame`tre de π se factorise (a`
conjugaison pre`s) par le L-groupe de U(n,E/F ) si et seulement si pour chaque
couple (ρ, a) ∈ E, la fonction L(σ, ρη, s) a un poˆle en s = 0, pour η = (−1)
n−1
si a est impair et η = (−1)n si a est pair.
Pour ce corollaire on utilise le fait que la fonction L d’Asai de´finie par Shahidi
et par la classification de Langlands sont les meˆmes d’apre`s [16]. Ici on pourrait
formuler le lemme en restant uniquement du coˆte´ galoisien mais le corollaire
nous servira en utilisant l’e´galite´ des fonctions L.
Etant donne´ la proposition de 5.2 de´ja` montre´e, il suffit de conside´rer le cas
ou` π est une se´rie discre`te.
Pour de´montrer le corollaire, on e´crit π sous la forme St(ρ, a) et on montre
que λπ = (−1)
a−1λρ. On garde les notations de 5.2 ; on e´crit le parame`tre de
ρ :
ψF,ρ :WF → (GL(dρ,C)×GL(dρ,C)×Gal(E/F ),
associe´ au morphisme ψE,ρ donne´ par la correspondance de Langlands.
La repre´sentation de dimension a de SL(2,C) donne lieu a` un morphisme
ψa : SL(2,C)→ GL(a,C). On obtient le morphisme associe´ a` π, ψE,π en faisant
le produit tensoriel, ψE,ρ⊗ψa suivi de l’inclusion de GL(dρ,C)×GL(a,C) dans
GL(adρ,C). Ainsi on fixe un e´le´ment, α1 de GL(dρ,C) qui conjugue ψE,ρ et son
transconjugue´ et e´le´ment α2 de GL(a,C) qui conjugue ψa et
tψ−1a . L’e´le´ment
note´ α dans la remarque de 5.2 peut eˆtre choisi comme valant α1×α2 vu comme
un e´le´ment de GL(dρ,C)×GL(a,C) →֒ GL(adρ,C).
On a donc ψE,π(σ
2
0) = λπ
tα−1α et
tα−1α = tα−11 α1 ×
tα−12 α2.
Mais ψa est orthogonal si a est impair et symplectique sinon, et donc
tα−12 α2 =
(−1)a−1. De plus par de´finition de λρ, on a
ψE,ρ(σ
2
0) = λρ
tα−11 α1.
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Comme ψE,π(σ
2
0) = ψE,ρ(σ
2
0), on en de´duit :
λπ
tα−11 α1(−1)
a−1 = λρ
tα−11 α1.
D’ou` λπ = λρ(−1)
a−1 comme cherche´.
Il reste a` montrer que pour ρ une repre´sentation cuspidale autocontragre´-
diente, L(ρ,Asaiη, s) a un poˆle en s = 0 exactement quand η = λρ. On a de´crit
le morphisme de WF dans (GL(n,C)×GL(n,C))⋊Gal(E/F ) associe´ a` ρ dans
la remarque de 5.2. On reprend les notations de loc. cite en remplac¸ant π par
ρ et on montre Asaiλρ ◦ ψρ,F laisse la matrice
tα−1 invariante. Pour cela on
rappelle que pour tout w ∈ WE
ψρ,F (w) = (ψρ,E(w), α
−1 tψρ,E(w)
−1α)
et Asaiλρ(ψρ,F (w)) (
tα−1) =t α−1 de fac¸on e´vidente. On a pour σ ∈ WF −WE
fixe´ comme en loc. cite (une diffe´rence de choix fait varier α), on a
Asaiλρ(ψρ,F (σ)) (
tα−1) = Asaiλρ(σ0)(
tα−1 t(ψρ,E)(σ
2)) =
λrhoAsaiλρ(σ0)(α
−1) =t λ−1.
Ainsi L(ρ,Asaiλρ , s) a un poˆle en s = 0. De plus
L(ρ× θ(ρ), s) = L(ρ,Asai+, s)L(ρ,Asai−, s)
et le premier terme n’a qu’un poˆle d’ordre 1 en s = 0. Ainsi L(ρ,Asai−λρ , s) n’a
pas de poˆle en s = 0. Cela termine la preuve.
5.4 Groupes endoscopiques de GL(n,E).θ et image des pa-
rame`tres de Langlands autoduaux
L’inclusion du L-groupe d’un groupe endoscopique de U(n,E/F ) dans ce-
lui de U(n,E/F ) tient compte des diffe´rences de parite´ (cf. par exemple [33])
et, pour e´tudier les groupes unitaires, il faut donc choisir un caracte`re de E∗
dont la restriction a` F ∗ est le caracte`re quadratique correspondant a` l’exten-
sion E de F ; on note ω un tel caracte`re. Ce caracte`re ω sert aussi a` de´crire
l’inclusion des L-groupes des groupes endoscopiques de GL(n,E).θ dans celui
de GL(n,E) (cf. aussi [33]) et il n’intervient pas dans les e´nonce´s quand on les
formule correctement.
La proposition ci-dessous revient au cas ge´ne´ral conside´re´ dans cet article.
Proposition Soit π une repre´sentation θ-elliptique de G˜L.
(i) Il existe un unique sous-groupe endoscopique elliptique de G˜L.θ tel que
le parame`tre de π se factorise par l’image de son L-groupe.
(ii)On suppose que l’unique groupe endoscopique elliptique de´fini en (i) est
simple. Alors π n’est pas une se´rie discre`te si et seulement si le parame`tre de
π se factorise par l’image du L-groupe d’un sous-groupe endoscopique propre de
ce groupe.
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Cette proposition est de l’alge`bre line´aire dans le L-groupe ; elle ne pose aucun
proble`me pour les groupes orthogonaux ou symplectiques ni pour les groupes
de similitudes (cf [4] paragraphe 2). On fait ici le cas des groupes unitaires a`
cause des signes.
On suppose donc que G˜L = GL(n,E) avec E/F une extension quadratique.
On conside`re les L groupes comme des extensions par WF et pas seulement par
Gal(E/F ) mais les formules de´ja` donne´s par exemple pour ψπ,E , ψπ,F s’e´tendent
sans proble`me. Dans ce lemme π n’intervient que via son parame`tre.
Supposons d’abord que ψπ,F se factorise par l’image du L-groupe d’un
groupe endoscopique elliptique de GL(n,E).θ. On a donc une de´composition
n = n1 + n2, le couple (n1, n2) est ordonne´ ; et ψπ,E est la somme directe (ou
produit) ×i=1,2ψi,E ou` ψi,E est a` valeurs dans GL(ni,C). Pour i = 1, 2, a` ψi,E
on associe ψ′i,E qui est le produit tensoriel de ψi,E avec un caracte`re de WE
correspondant si i = 1 a` ωn−n1 et si i = 2 a` ωn−n2+1. Et ψ′i,E devient un
morphisme de WF ×SL(2,C) dans le L-groupe de GL(ni, E) vu comme groupe
sur F qui se factorise par le L-groupe de U(ni, E/F ). Les signes associe´s aux
composantes de ψ′i,E sont donc (−1)
ni−1. Quand on revient a` ψi,E , on voit que
si i = 1 les signes sont (−1)n−1 tandis que si i = 2 ils valent (−1)n : en effet avec
les notations de 5.2, les α ne changent pas mais ψi,E(σ
2) = ψ′i,E(σ
2)ωδ(σ2), ou`
δ est convenable et ω(σ2) = −1 par de´finition.
On peut renverser les arguments graˆce a` 5.2 pour montrer que ψπ,F se fac-
torise effectivement par le groupe endoscopique de´termine´ par les signes des
composantes irre´ductible de ψπ,E . Et cela de´montre (i).
(ii) : l’hypothe`se de cette partie du lemme est exactement que les signes des
composants de π sont tous e´gaux ; le fait que π soit une se´rie discre`te revient
exactement a` dire que ψπ,E est irre´ductible. Si ψπ,E est irre´ductible, il n’y
a pas de factorisation par l’image d’un L groupe d’un groupe endoscopique
propre. Par contre si ψπ,E n’est pas irre´ductible, n’importe quelle factorisation
ψπ,E = ψ1,E ⊕ ψ2,E donne lieu a` une factorisation par l’image du L-groupe
d’un groupe endoscopique propre : la de´monstration de (i) explique comment
les signes des composants se transforment : par exemple dans le cas non principal
ou` les signes valent (−1)n ils sont multiplie´s par en (−1)n−ni+1 et deviennent
donc (−1)ni−1 pour i = 1, 2.
6 Morphisme de Langlands des paquets stables
de se´ries discre`tes
6.1 ”Doubling method”
La doubling method a e´te´ initie´e dans le lectures notes de Gelbart, Piatetski-
Shapiro et Rallis en particulier dans la premie`re partie de ce LN re´dige´e par
Cogdell [10]. Depuis elle a e´te´ utilise´e a` de nombreuses reprise et dans des
situations tre`s varie´es. Elle est de´ja` utilise´e avec ce meˆme point de vue qu’ici
dans [6] preuve de 6.8.1.
32
6.1.1 Le cas des groupes unitaires
On commence par le cas des groupes unitaires.
Lemme Soit π une repre´sentation cuspidale de GL(n,E) autocontragre´diente.
On suppose que le parame`tre de π se factorise par le L-groupe du groupe en-
doscopique principal (resp. anti-principal) de GL(n,E).θ alors le parame`tre de
π se prolonge en un morphisme de WF × SL(2,C) dans le L-groupe du groupe
endoscopique anti-principal (resp. principal) de GL(2n,E).θ. En terme de poˆle
de fonctions L, l’hypothe`se se produit exactement quand L(π,Asai(−1)n−1 , s)
(resp. Asai(−1)n) a un poˆle en s = 0. De plus Asai(−1)n−1 (resp. Asai(−1)n)
est la repre´sentation du groupe dual de G˜L(n,E) dans le radical nilpotent du
sous groupe parabolique dual du sous-groupe parabolique du groupe endoscopique
anti-principal (resp. principal) de GL(2n,E).θ de sous-groupe de Levi GL(n,E).
On fixe l’espace vectoriel V de´fini sur F avec une structure de E-espace vectoriel.
On suppose que V est muni d’une forme hermitienne et on pose W := V ⊕ V ′
ou` V ′ est l’espace V muni de la forme ”oppose´e”. Ainsi W est naturellement un
espace hermitien quasi-de´ploye´. Ce qui nous inte´resse d’abord est GL(W ) qui
double GL(V ).
On pose θ(g) := (J tg−1J−1) pour tout g ∈ GL(W ), ou` J est la matrice
antidiagonale avec des 1 et des −1 qui alternent. Ainsi θ laisse invariant le sous-
groupe parabolique de GL(W ) qui stabilise l’espace V . Dualement θ∗ agit dans
le radical unipotent du parabolique ”dual” : le sous-groupe parabolique a pour
Levi le groupe isomorphe au produit de 4 copies de GL(n,C) produit semi-direct
avec Gal(E/F ) ; pour σ0 l’e´le´ment non trivial de Gal(E/F ), on a
σ0(g, g
′, g1, g
′
1) = (g1, g
′
1, g, g
′).
Le radical nilpotent de l’alge`bre de Lie de ce sous-groupe parabolique est
isomorphe a` End(Cn)× End(Cn) avec comme action de σ0 :
σ0(h, h
′) = (h′, h).
De plus θ∗ agit aussi, en notant Jn la matrice antidiagonale nxn qui a aussi des
1 et des -1 qui alternent (il n’est jamais important de savoir si l’on commence
par un 1 ou un -1) par :
θ∗(g, g′, g1, g
′
1) = (J
−1
n
tg
′−1
1 J, J
−1
n
tg−11 J, J
−1
n
tg
′−1J, J−1n
tg−1J),
pour tout g, g′, g1, g
′
1 ∈ GL(n,C) et
θ∗(h, h′) = (−J−1n h
′Jn,−J
−1
n hJn),
pour tout h, h′ ∈ End(Cn).
Ainsi on identifie les e´le´ments du sous-groupe de Levi invariant sous θ∗ au
groupe dual de GL(n,E) par :
(g, g′) ∈ GL(n,C)×GL(n,C) 7→ (g, J−1n
tg
′−1Jn, g
′, J−1n
tg−1Jn),
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ce qui est compatible a` l’action de Gal(E/F ). Dans cette identification, une
repre´sentation π de GL(n,E) donne lieu a` la repre´sentation π ⊗ πˇ du sous-
groupe de Levi GL(n,E)×GL(n,E).
On de´compose l’action de θ∗ sur le radical nilpotent de l’alge`bre de Lie du
sous-groupe parabolique en la somme de l’espace propre pour la valeur propre
+1 et de l’espace propre pour la valeur propre −1, en remarquant que l’espace
propre pour la valeur propre λ = ± est l’espace vectoriel engendre´ par les
e´le´ments : (h,−λJ−1n
thJn), ou` h parcourt End(C
n).
Ainsi chacun de ces espaces est isomorphe a` End(Cn) par l’isomorphisme :
h ∈ End(Cn) 7→ (hJn, (−1)
nλ thJn)
le signe vient de ce que J−1n =
tJn = (−1)
n−1Jn. Dans ces idenfications, l’action
du groupe dual de GL(n,E) est la repre´sentation :
(g, g′).h = gh tg′, σ0.h = (−1)
nλ th.
On reprend l’astuce de [3] : dans cet article, Arthur a remarque´, bien plus
ge´ne´ralement que dans le cas qui nous pre´occupe, que la de´composition en es-
pace propre sous θ∗ est en fait une de´composition de la fonction L associe´ a` π
pour l’action du L groupe de GL(n,E) dans le radical nilpotent du sous-groupe
parabolique ; en effet on fixe z0 un e´le´ment du centre de GL(n,C) × GL(n,C)
qui agit par −1 sur le radical nilpotent ; on prend l’e´le´ment (−1, 1). L’espace
propre pour la valeur propre +1 est exactement le radical nilpotent du sous-
groupe parabolique du groupe endoscopique associe´ au centralisateur de θ∗ et
de sous-groupe de Levi GL(n,E) tandis que l’autre espace propre est le radical
nilpotent de l’analogue mais pour le centralisateur de z0θ
∗. En on obtient la
de´composition :
L(π × πˇ, s) = L(π,Asai+, s)L(π,Asai−, s),
mais plus pre´cise´ment on a une interpre´tation des fonctions L du membre de
droite : supposons que pour λ′ ∈ {±1} la fonction L(π,Asaiλ′ , s) a un poˆle
en s = 0, alors le parame`tre de Langlands de π a` valeurs dans le L-groupe
de GL(n,E) est dans le commutant d’un e´le´ment nilpotent du L-groupe du
groupe endoscopique associe´ au centralisateur de θ∗ si λ′ = (−1)n et de z0θ
∗ si
λ′ = (−1)n−1. Ainsi, si π ≃ πˇ le parame`tre de π se factorise par le L groupe
du groupe endoscopique principal si et seulement si L(π,Asai(−1)n−1, s) a un
poˆle en s = 0 ; et on vient de voir ci-dessus que le parame`tre de π se prolonge
en un morphisme de WF × SL(2,C) dans le groupe endoscopique principal de
GL(2n,E).θ2n si et seulement si L(π,Asai(−1)n , s) a un poˆle en s = 0. Cela
prouve le lemme.
6.1.2 Le cas ou` E = F
Le lemme pre´ce´dent est aussi vrai pour un groupe quelconque conside´re´ ici
a` la diffe´rence pre`s qu’il n’y a pas que deux groupes endoscopiques elliptiques
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simples, la dichotomie se fait entre le groupe orthogonal (et ses variantes) et
le groupe symplectique. Soit π une repre´sentation cuspidale irre´ductible de
GL(n, F ) × F ∗ que l’on suppose isomorphe a` son image sous θ. Le lemme
pre´ce´dent devient de fac¸on ici e´vidente :
on suppose que le parame`tre de π se factorise par un groupe orthogonal (ou
de similitudes orthogonales) alors ce parame`tre se prolonge en un parame`tre
de WF × SL(2,C) dans GL(2n,C) qui est symplectique (resp. de similitude
symplectique) ;
on suppose que le parame`tre de π se factorise par le groupe symplectique,
ce qui ne´cessite que n soit pair, alors ce parame`tre se prolonge en un parame`tre
de WF × SL(2,C) dans GL(2n,C) qui se factorise par le groupe SO(2n,C). Et
une assertion analogue avec le groupe des similitudes symplectiques.
6.2 Morphisme associe´ a` une se´rie discre`te θ-stable
Proposition Soit ρ une repre´sentation cuspidale irre´ductible de GL(n,E) iso-
morphe a` θ(π) et soit a ∈ N. La trace tordue de la repre´sentation St(ρ, a) est un
transfert d’un paquet de se´ries discre`tes du groupe endoscopique elliptique simple
de G˜Lan si et seulement si le parame`tre de Langlands de St(ρ, a) se factorise
par le L-groupe de ce groupe endoscopique.
Sous les hypothe`ses de [6], cet e´nonce´ est 6.8.1 de [6] et sans surprise c’est
la meˆme de´monstration que nous reprenons.
On traite d’abord le cas ou` a = 1 ou 2 et le cas des groupes unitaires. On
fixe ρ une repre´sentation cuspidale de G˜L(dρ, E). Par autocontragre´dience, on
sait qu’il existe δ = 0, 1 tel que la fonction L(ρ,Asai(−1)n−1+δ , s) a un poˆle en
s = 0. Le parame`tre de ρ se factorise par le L-groupe du groupe endoscopique
principal de G˜L.θ si δ = 0 et par le groupe endoscopique antiprincipal sinon (cf.
le lemme 6.1.1) ; avec la meˆme re´fe´rence on sait que St(ρ, 2) de G˜L(2n,E) a un
parame`tre qui se factorise par le L-groupe du groupe endoscopique antiprincipal
de G˜L(2n,E).θ2n si δ = 0 et principal sinon. Pour i
′ = p ou np on note Gn,i′ et
G2n,i′ les groupes endoscopique principaux (i
′ = p) ou antiprincipaux (i′ = np).
Et on pose i = p si δ = 0 et i = np si δ = 1.
On conside`re l’induite de ρ d’une part a` G2n,i′ pour i
′ = p ou np. Ces
induites ve´rifient la condition de ramification d’Harish-Chandra et l’on sait donc
que l’induite de ρ| |s a` G2n,p et a` G2n,np est re´ductible en un point s = s0 ∈
R, point qui de´pend e´videmment du groupe. D’apre`s les re´sultats d’Harish-
Chandra et l’interpre´tation qu’en a donne´ Shahidi, ce point est s0 = 0 pour
le groupe G2n,i′ ou` i
′ est tel que L(ρ, rθ,i, s) n’a pas de poˆle en s = 0 [28]
ou` rθ,i′ est la repre´sentation de´crite dans le lemme 6.1.1. Ainsi i
′ = i. Alors,
dans G2n,i, l’induite de ρ est semi-simple de longueur 2 et la diffe´rence des
deux sous-repre´sentations est une repre´sentation elliptique. La trace de cette
repre´sentation elliptique de´finit un e´le´ment de I
G2n,i
cusp et a donc une projection
non nulle sur l’un des IH,stcusp de 2.3 (2) pour au moins un groupe endoscopique
elliptique de G2n,i. On remarque d’abord que l’on a de´ja` prouve´ que la projection
de cette trace sur I
G2n,i,st
cusp vaut 0 (cf. la proposition de 4.5). Ainsi H est un
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groupe endoscopique elliptique propre. Par un argument par re´currence (par
exemple) on ve´rifie que H est ne´cessairement de la forme Gn,i′ × Gn,i′ . Le
proble`me est de de´terminer i′. On a pose´ δ = 0 si i = p et δ = 1 si i = np et on
de´finit de la meˆme fac¸on δ′ en utilisant i′. L’inclusion des L-groupes des groupes
endoscopiques des groupes unitaires est de´crite par exemple en [33] :G2n,i a pour
groupe endoscopique Gn,i′ × Gn,i′ exactement quand n − 1 + (2n − n) + δ
′ ≡
2n− 1+ δ[2], ou` δ′ vaut 0 si i′ = p et 1 sinon, c’est-a`-dire exactement δ′ = δ, ce
qui est l’assertion cherche´e. Il faut encore comprendre quelle repre´sentation (a
priori virtuelle) de Gn,i ×Gn,i se transfe`re en la repre´sentation elliptique fixe´e
de G2n,i.
On fait la meˆme construction en remplac¸ant ρ par St(ρ, 3) ; on trouve encore
que l’induite de St(ρ, 3) a` G6n,i est re´ductible ne´cessairement semi-simple et de
longueur deux et on l’e´crit donc sous la forme π1,+⊕π2,+ ; on remarque que pour
j = 1, 2,Jacρ| |Jacρ| |(πj,+) est le double de l’un des sous-module irre´ductible de
l’induite de ρ (uniquement de´termine´ par j) en particulier est non nul mais cela
montre aussi que Jacρ| |Jacρ| |(π1,+ − π2,+) est un multiple de la repre´sentation
elliptique conside´re´e dans le paragraphe pre´ce´dent .
On e´crit π1,+ − π2,+ comme transfert de paquet stable de se´ries discre`tes
de groupes endoscopiques elliptiques de G6n,i. En tenant compte de 2.3 (2), il
existe au moins un groupe endoscopique ne´cessairement produit H1 × H2 et
une repre´sentation virtuelle Π1 ⊗Π2 de ce groupe, ne´cessairement combinaison
line´aire de se´ries discre`tes (cf. la proposition de 4.5) dont le transfert est π1,+−
π2,+. On utilise la compatibilite´ du transfert au module de Jacquet et 2.7 qui
force les non nullite´s Jacρ| |Π1 6= 0 et Jacρ| |Π2 6= 0 ; en tenant compte de 4.6,
cela force H1 = H2 = G3n,i et on ve´rifie encore que le transfert de Jacρ| |π1 ⊗
Jacρ| |π2 est ne´cessairement, a` un scalaire pre`s, une repre´sentation elliptique de
la forme π1 ⊖ π2 de Gn,i ou` π1 ⊕ π2 est pre´cise´ment l’induite de ρ. On retrouve
le paquet de se´ries discre`tes du paragraphe pre´ce´dent mais maintenant on sait
en plus que Jacρ| |Π1 est un paquet stable de se´rie discre`te de Gn,i de support
cuspidal e´tendu exactement e´gal a` ρ. Ce qui est l’assertion cherche´e.
Le cas de St(ρ, 2) est beaucoup plus facile : ici on est dans le cas ou` (avec les
notations pre´ce´dentes) L(ρ,Asai(−1)n−1+δ , s) a un poˆle en s = 0 et ou` l’induite
de ρ| |s0 a` G2n,i′ (avec i
′ 6= i) est re´ductible en un point s0 6= 0 ; dans l’induite, il
y a une se´rie discre`te note´e π. On note Π la repre´sentation de G˜L(2n,E) dont la
trace tordue est un transfert du paquet stable contenant Π. Comme Jacρ| |s0π 6=
0, on a vu (2.6) que JacGLρ| |s0Π 6= 0 ; cela force s0 = 1/2 et Π = St(ρ, 2). C’est
exactement ce que l’on cherchait a` montrer.
On conside`re maintenant une se´rie discre`te autoduale de GL(n,E), St(ρ, a).
On note Gan,i le groupe endoscopique elliptique de GL(an,E).θan qui contient
un paquet stable de se´rie discre`te se transfe´rant en la trace tordue de St(ρ, a) ou
i = p ou np comme dans la de´monstration pre´ce´dente. En prenant des modules
de Jacquet, on ve´rifie que si a est impair, la trace tordue de ρ est un transfert
d’un paquet de se´ries discre`tes de Gn,i tandis que si a est pair St(ρ, 2) est un
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transfert d’un paquet de se´ries discre`tes de G2n,i. On vient alors de montrer
que dans le cas ou` a est impair le parame`tre de ρ se factorise par le L-groupe
du groupe endoscopique elliptique Gn,i et i est de´termine´ par le fait que λρ =
(−1)n−1+δ avec δ = 0 si i = p et δ = 1 si i = np ; comme a est suppose´
impair (−1)an−1+δ = (−1)n−a+δ et le parame`tre de St(ρ, a) se factorise par le
groupe dual de Gan,i (d’apre`s la proposition de 5.2). Si a est pair, on a vu que
le parame`tre de St(ρ, 2) se factorise par le groupe dual de G2n,i, c’est-a`-dire
que λρ = (−1)
2n−1+δ = (−1)an−1+δ et le parame`tre de St(ρ, a) avec a pair se
factorise par le groupe dual de Gan,i. Cela termine la preuve dans le cas des
groupes unitaires.
On conside`re maintenant le cas E = F et ou` G˜L = GL(n, F ) avec n impair.
AinsiL(ρ×ν, Sym2, s) a un poˆle en s = 0, ou` Sym2⊗ r1 est la repre´sentation de
GL(n,C)×C∗ dansGL(n(n+1)/2,C). Dans ce cas, le parame`tre de π se factorise
par le groupe des similitudes orthogonales qui est isomorphe a` SO(n,C) × C∗.
Le morphisme qui se de´duit de WF dans C
∗ donne un caracte`re qui permet de
tordre ρ pour la rendre autodual, c’est e´videmment le caracte`re ωρν
−(n−1)/2
ou` ωρ est le caracte`re central de ρ. On pose ρ
′ := ρ ⊗ ω−1ρ ν
(n−1)/2 ; on montre
que ρ′ un transfert d’un groupe symplectique avec la doubling method comme
ci-dessus. Et on conclut ; c’est la meˆme de´monstration si il n’y a pas de facteur
C
∗, le caracte`re est d’ordre 2 mais existe aussi (c’est le caracte`re central de ρ).
Quand n est pair, la de´monstration est la meˆme que dans le cas des groupes
unitaires, il y a une dichotomie entre le fait que la fonction L(ρ× ν,∧2 ⊗ r1, s)
et la fonction L(ρ× ν, Sym2⊗ r1, s) ait un poˆle en s = 0. Dans le deuxie`me cas,
le parame`tre de ρ se factorise par le groupe de similitude symplectique ; il faut
alors de´montrer que ρ est un transfert du groupe GSpin2n+1 tandis que dans le
premier cas le parame`tre de ρ se factorise par le groupe non connexe GO(2n,C) ;
ici on doit montrer que ρ est un transfert d’une des formes de GSpin2n (et on a
un automorphisme exte´rieur dans ce cas) ; la forme de GSpin2n qui intervient
est totalement fixe´e par le caracte`re
WF 7→ GO(2n,C) 7→ GO(2n,C)/GO(2n,C)
0 ≃ {±1},
ou` l’exposant 0 indique la composante neutre comme en [6] 6.8.1. Ensuite le fait
de savoir si ρ est un transfert du ”bon” groupe endoscopique, c’est-a`-dire celui
de son parame`tre ou du ”mauvais” groupe endoscopique est la doubling method
de´veloppe´e dans le cas des groupes unitaires.
6.3 Morphisme de Langlands
The´ore`me La trace tordue d’une repre´sentation θ-elliptique de G˜L est un
transfert d’un paquet stable de se´ries discre`tes d’un groupe endoscopique ellip-
tique de G˜L.θ si et seulement si le parame`tre de la repre´sentation de G˜L se
factorise par l’image du groupe dual de ce groupe endoscopique.
The´ore`me Les paquets stables de se´rie discre`te du groupe G sont exactement
classifie´es par les morphismes de Langlands de WF ×SL(2,C) dans le L-groupe
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de G dont le centralisateur est un groupe fini ; si G = SO(2n, F ) ou GSpin2n(F )
ce sont les orbites sous l’automorphisme exte´rieur dont nous montrons qu’elles
satisfont cette bijection.
Le deuxie`me the´ore`me re´sulte du premier. On de´montre donc le premier.
La strate´gie est la suivante : on fixe une repre´sentation, πGL θ-elliptique de
G˜L et on fixe le groupe endoscopique elliptique H par lequel le parame`tre de
πGL se factorise (cf. 5.4). Et on va montrer que ce groupe H a au moins une
repre´sentation elliptique dont le support cuspidal e´tendu est, via l’application
fixe´e parH , le support cuspidal de πGL ; cela suffira en vertu de 4.7. On distingue
trois cas :
1e cas : on suppose que H est un produit de groupes ; on applique alors le
deuxie`me the´ore`me par re´currence.
2e cas : on suppose que H est un groupe simple. Si πGL est une se´rie
discre`te, on a de´ja` de´montre´ le the´ore`me. Sinon, on conside`re la de´composition
du parame`tre de πGL vu comme repre´sentation de WF × SL(2,C) en sous-
repre´sentation irre´ductible ; on factorise cette de´composition en somme de 2
sous-repre´sentations donnant lieu a` une factorisation de ce parame`tre par un
sous-groupe de H , a` une exception pre`s (qui fera l’objet du 3e cas) si cette
de´composition est la somme de deux repre´sentations orthogonales (ou de si-
militude orthogonales) de dimension impaire ; ce sous-groupe fait partie d’une
donne´e endoscopique elliptique H ′ de H .il existe alors au moins une donne´e
endoscopique elliptique H ′ de H . On applique l’hypothe`se de re´currence a` H ′,
d’ou` un paquet stable de se´rie discre`te de H ′ dont le support cuspidal e´tendu est
par construction le support cuspidal de πGL. On transfe`re ce paquet de se´ries
discre`tes a` G et l’image est une combinaison line´aire de se´ries elliptiques qui ont
pour support cuspidal e´tendu l’image du support cuspidal e´tendu du paquet
stable de se´rie discre`tes de H ′ d’apre`s 4.6 et c’est donc bien des repre´sentations
elliptiques ayant le support cuspidal cherche´.
3e cas : on suppose que H est le groupe SO(2n, F ) ou GSpin(2n, F ) et
que le parame`tre de πGL est la somme de deux repre´sentations irre´ductibles
chacune de dimension impaire. En prenant des modules de Jacquet, on se rame`ne
au cas ou` πGL = (ρ × ρ′) × ν, ou` ρ et ρ′ sont des repre´sentations cuspidales
unitaires de GL(dρ, F ) et GL(dρ′ , F ) avec dρ + dρ′ = 2n et dρ, dρ′ des entiers
impairs. Pour traiter ce cas, on reprend la preuve de 6.2 : on conside`re l’induite
de la repre´sentation (ρ × ρ′) × ν de GL(2n, F ) × F ∗ a` chacun des groupes
endoscopiques elliptiques simples de GL(4n, F )×F ∗. L’induite a` GSpin(4n, F )
est re´ductible par les re´sultats d’Harish-Chandra ; en effet dans ce cas, le R-
groupe est ne´cessairement non trivial (cf. pour le cas de SO(4n, F ), le travail
de Goldberg [12] d’ou` vient cette remarque) car le R-groupe est le quotient du
sous-groupe du groupe de Weyl stabilisant la repre´sentation par un sous-groupe
ne´cessairement engendre´ par des syme´tries e´le´mentaires. Mais la condition de
parite´ entraˆıne qu’aucune syme´trie e´le´mentaire ne stabilise la repre´sentation
que l’on induit. L’induite est alors de dimension 2 et la diffe´rence des deux
sous-modules irre´ductibles est une repre´sentation elliptique. Ensuite on conclut
comme dans la preuve de 6.2 pour montrer que la trace de cette repre´sentation
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est un transfert d’un paquet de se´ries discre`tes de GSpin(2n, F ) qui ont le bon
support cuspidal e´tendu.
7 R-groupe et cardinal des paquets stables de
repre´sentations tempe´re´es
7.1 Lien des constructions pre´ce´dentes avec les R-groupes
La de´termination des R-groupes a fait l’objet de nombreux articles, en par-
ticulier leur de´termination explicite avec les travaux de R. Herb et D. Goldberg
[11]. Dans le the´oe`me et la remarque suivante, on inclut bien le cas des groupes
orthogonaux pairs et de GSpin∗2n, c’est-a`-dire les groupes non connexes.
The´ore`me ([6], pour certains groupes) Soit π une se´rie discre`te irre´ductible
de G et Jord(π) son ensemble de bloc de Jordan.
(i) Le nombre d’e´le´ment du paquet de Langlands contenant π est exactement
2|Jord(π)|−1.
(ii) Soit ρ une repre´sentation irre´ductible cuspidale et unitaire de GL(dρ, E)
et soit a un entier. L’induite St(ρ, a)× π est re´ductible, ne´cessairement de lon-
gueur deux, si et seulement si
ρ ≃ θ(ρ), (ρ, a) /∈ Jord(π) et L(ρ, rG, s) a un poˆle en s = 0 si a est pair et
n’en a pas si a est impair.
Montrons le the´ore`me.
Pour (i), on a montre´ que l’endoscopie respecte le support cuspidal e´tendu.
Pour H une donne´e endoscopique elliptique de la composante neutre de G,
on note I
H,st
cusp,Jord(π) l’espace des combinaisons line´aires stables base´es forme´s
de repre´sentation ayant pour support cuspidal e´tendu d’image Jord(π) dans
GL(n,C). Et on note I0cusp,Jord(π) le sous-espace vectoriel de Icusp engendre´
par les traces des se´ries discre`tes dans le paquet de Langlands de π ; pour le
cas de O(2n, F ) et GSpin∗2n(F ), on conside`re le groupe connexe, SO(2n, F ) et
GSpin2n(F ). On a donc
dim I0cusp,Jord(π) =
∑
H/≃
dim I
H,st,Aut(H)
cusp,Jord(π),
avec les notations de 2.3.
On a vu que dim I
G,st,Aut(G)
cusp,Jord(π) = 1 (4.7). On fixe H une donne´e endoscopique
elliptique propre et on utilise la description de [33] : le groupe sous-jacent est
le produit de deux groupes du type de ceux que l’on e´tudie ici (ou de leur
composante connexe). Ils ont des paquets stables de se´rie discre`tes de support
cuspidal e´tendu (d’image) Jord(π) si et seulement si Jord(π) se de´coupe en
deux sous-ensembles relatifs chacun a` l’un des groupes.
Dans le cas des groupes unitaires en dimension impair, il n’y a pas de groupes
d’automorphisme d’une donne´e endoscopique. On termine ce cas : pour chaque
de´coupage de Jord(π) en deux sous-ensembles non ordonne´ et propre, il existe
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exactement un couple de donne´es endoscopiques, conjugue´e l’une de l’autre par
un automorphisme ayant un paquet stable de repre´sentation avec ce support
cuspidal e´tendu. En ajoutant le couple forme´ de G lui-meˆme et de l’ensemble
vide, on voit que le cardinal cherche´ est exactement le nombre de de´coupage de
Jord(π) en deux sous-ensemble non ordonne´ mais dont l’un peut eˆtre l’ensemble
vide. Cela est exactement 2|Jord(π)|−1.
Dans le cas des groupes unitaires en dimension paire et des groupes or-
thogonaux ou de similitude GSpin en dimension impaire, il n’y a d’automorphis-
mes que si les deux groupes sont e´gaux (ceci ne pouvait pas se produire dans
l’exemple pre´ce´dent). On raisonne comme dans le cas pre´ce´dent, tout de´coupage
de Jord(π) en deux sous-ensemble dont aucun n’est vide, de´termine un couple
de donne´es endoscopiques, ici non ne´cessairement distincts, qui sont conjugue´
l’une de l’autre par automorphisme non trivial ; si les donne´es sont confondus,
le de´coupage de Jord(π) se fait quand meˆme en deux ensembles e´videmment
distincts et donne lieu a` un espace de dimension un puisque le de´coupage est
fait a` l’ordre pre`s. On a donc le meˆme calcul que ci-dessus.
Il reste le cas des groupes symplectiques traite´ par [6], on ne revient donc
pas dessus et des groupes orthogonaux ou GSpin en dimension paire. Le cas
des groupes orthogonaux est totalement duˆ a` [6] dont en particulier le chapitre
8 spe´cifique a` ce cas. On donne un argument le´ge`rement diffe´rent en montrant
la remarque ci-dessous qui est aussi dans [6] ; dans la remarque ci-dessous G est
le groupe non connexe O(2n, F ) ou GSpin∗(2n, F ) :
Remarque Soit τ une se´rie discre`te de G, la restriction de τ a` la composante
neutre de G est irre´ductible sauf exactement quand Jord(τ) n’a que des couples
(ρ′, a′) tels que a′dρ′ soit pair.
En effet, les se´ries discre`tes de GSpin∗2n(F ) et O(2n, F ) qui interviennent
dans l’endoscopie tordue de GSpin∗2n(F ) et O(2n, F ) sont exactement celles
dont la restriction a` la composante neutre reste irre´ductible. Les groupes endos-
copiques pour cette endoscopie tordue ont un groupe dual dont la composante
neutre est un produit de groupes orthogonaux impairs ; cette endoscopie tordue
respectent elle aussi le support cuspidal e´tendu. Ainsi toute se´rie discre`te tel
que Jord(π) ne contient que des couples (ρ′, a′) avec a′dρ′ pair, n’est pas la
restriction d’une se´rie discre`te irre´ductible du groupe non connexe.
La preuve de la remarque sera termine´e ci-dessous mais on termine, dans
ce cas, la preuve du the´ore`me : on suppose que Jord(π) a la proprie´te´ de pa-
rite´ ci-dessus et il en est donc ainsi pour toutes les repre´sentations intervenant
dans I
H,st
cusp,Jord(π). Ainsi I
0,G,st
cusp,Jord(π) est de dimension 2. Les automorphismes
entre les donne´es endoscopiques inclus l’e´change des deux facteurs et l’action
du produit des automorphismes exte´rieurs non triviaux. Et on trouve alors que
dim I0cusp,Jord(π) vaut deux fois le nombre de de´coupage de l’ensemble Jord(π)
en deux sous-ensembles non ordonne´s dont l’un peut eˆtre vide, c’est-a`-dire vaut
2|Jord(π)|. Quand on repasse au groupe non connexe, d’apre`s ce que l’on vient
de voir le cardinal est divise´ par deux et on trouve l’e´nonce´ du the´ore`me.
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On suppose maintenant que Jord(π) contient au moins un couple (ρ, a)
tel que adρ est impair. On note mi le nombre d’e´le´ments de Jord(π) ayant
cette proprie´te´ de parite´ et mp le nombre d’e´le´me´nts de Jord(π) ayant la parite´
oppose´e. On va utiliser le fait que le nombre de de´coupage d’un ensemble ayant
un nombre, m0, pair d’e´le´me´nts en deux sous-ensemble non ordonne´ ayant un
nombre impair d’e´le´ments est 2m0−1. Alors l’endoscopie pour le groupe non
connexe montre que dim I0cusp,Jord(π) = 2x + 2
mp2mi−1/2, ou` x est le nombre
de se´ries discre`tes de G, associe´ a` Jord(π), dont la restriction a` G0 se coupe en
deux et ou` la division par 2 vient des automorphismes (comme plus haut) pour
l’endoscopie de G.
On admet le re´sultat par re´currence sur le rang de G pour les groupes en-
doscopiques propres de la composante neutre de G. Ainsi pour une telle donne´e
endoscopique propre, l’action du produit des automorphismes exte´rieurs non
triviaux sur I
H,st
cusp,Jord(π) est trivial sur au moins un des facteurs, le support
cuspidal cuspidal contenant au moins un (ρ′, a′) avec a′dρ′ impair et que la di-
mension des invariants sous ce groupe est exactement le nombre de de´coupage
de Jord(π) adapte´ a` H. On obtient donc
dim I0cusp,Jord(π) = y + 2
mp2mi−1/2,
ou` y vaut 0 si la remarque est vraie, c’est-a`-dire si la distribution stable associe´e
a` G ne se coupe pas en restriction a` G0 et 1 sinon. En comparant, on trouve
y = 2x et par parite´ cela force, y = x = 0, d’ou` la remarque. Et on trouve ici que
le nombre de se´ries discre`tes de G0 avec le support cuspidal fixe´ est 2|Jord(π)|−2 ;
et il y a e´videmment deux se´ries discre`tes de G ayant meˆme restriction a` G0,
elles se de´duisent par un caracte`re signe d’ou` le (i) du the´ore`me.
Montrons le (ii) du the´ore`me : la condition ρ ≃ θ(ρ) est ne´cessaire pour avoir
re´ductibilite´ : dans le cas ou` G est connexe, c’est la condition d’Harish-Chandra,
dans le cas ou` G n’est pas connexe, c’est soit la condition d’Harish-Chandra,
soit la condition de Mackey ; on suppose donc dans la suite que ρ ≃ θ(ρ).
On fixe (ρ, a) comme dans l’e´nonce´ mais on ne fixe pas π, on fixe uniquement
Jord(π) que l’on note E . On conside`re l’ensemble des repre´sentations induites
St(ρ, a)× π′, ou` π′ est une se´rie discre`te telle que Jord(π′) = E . Cette induite
est re´ductible si et seulement si elle a deux sous-modules irre´ductible dont la
diffe´rence est une repre´sentation elliptique ; il faut donc ici compter le nombre de
repre´sentations elliptiques dont le support cuspidal e´tendu est E∪{(ρ, a), (ρ, a)}.
Si G est connexe, il faut sommer dim I
H,st
cusp,E∪{(ρ,a),(ρ,a)} pour toute donne´e en-
doscopique elliptique H de G prise a` automorphisme pre`s Pour cela il faut
que dans l’ensemble E ∪ {(ρ, a), (ρ, a)}, (ρ, a) qui intervient avec multiplicite´
au moins 2 n’intervienne pas avec multiplicite´ 3 ; d’ou` la ne´cessite´ de la condi-
tion (ρ, a) /∈ Jord(π) ; on trouve aussi la ne´cessite´ de la dernie`re condition. Si
ces conditions sont satisfaites, on ve´rifie comme ci-dessus, que le nombre de
repre´sentations elliptiques cherche´es est exactement le nombre de de´coupage de
E en deux sous-ensembles non ordonne´es. Ainsi les conditions sont aussi suffi-
santes.
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On conside`re maintenant le cas ou` G est non connexe : si adρ est pair, la
de´monstration est analogue a` celle que l’on vient de faire. On suppose donc que
adρ est impair.
On regarde d’abord le cas ou` la restriction de π au groupe connexe et la
somme π1 ⊕ π2 de deux repre´sentation. D’apre`s ce que l’on a vu ci-dessus, c’est
exactement le cas quand tout e´le´ment de Jord(π) est forme´ de termes (ρ′, a′)
avec a′dρ′ pair. Ainsi toutes les conditions de l’e´nonce´ sont automatiquement
satisfaites et il faut donc de´montrer que la repre´sentation induite St(ρ, a) × π
est re´ductible.
D’apre`s les re´sultats ge´ne´raux sur le R-groupe d’Harish-Chandra, les in-
duites, pour i = 1, 2, St(ρ, a)× πi sont irre´ductibles mais elles sont conjugue´es
l’une de l’autre par un e´le´ment deG0n+2adρ , la composante neutre ; elles sont donc
isomorphes. Ainsi l’induite de St(ρ, a)×π1 a`Gn+2adρ est St(ρ, a)×π et en restric-
tion a` la composante neutre est la somme de deux repre´sentations isomorphes.
Cela prouve que St(ρ, a)×π est la somme de deux repre´sentations irre´ductibles
qui diffe`rent par le caracte`re signe ; on a bien montre´ la re´ductibilite´.
On conside`re maintenant le cas ou` la restriction de π au groupe connexe est
irre´ductible. On note encore E := Jord(π). On compte le nombre de repre´sen-
tations elliptiques de la composante neutre de G ayant pour support cuspidal
e´tendu E ∪ {(ρ, a), (ρ, a)} ; on trouve que cela vaut exactement le nombre de
de´coupage de E en deux sous-ensemble non ordonne´ et dont chacun contient un
nombre impair de termes (ρ′, a′) avec a′dρ′ impair. C’est donc exactement le
nombre de se´ries discre`te de la composante neutre de G ayant comme support
cuspidal e´tendu E . Ainsi pour toute se´rie discre`te π0 de la composante neutre
de G, l’induite St(ρ, a)×π0 est re´ductible ; l’induite de cette repre´sentation a` G
n’est autre que St(ρ, a) × π qui est donc aussi ne´cessairement re´ductible. Cela
termine la de´monstration.
7.2 Unicite´ de la de´finition des blocs de Jordan
Remarque Le the´ore`me pre´ce´dent montre que les blocs de Jordan tel que
de´finis ici sont bien ceux de [19], [23], [21]. On a aussi la caracte´risation sui-
vante sugge´re´e par M. Tadic : (ρ, a) ∈ Jord(π) si et seulement si St(ρ, a) × π
est irre´ductible mais il existe un entier b de meˆme parite´ que a tel que la
repre´sentation induite St(ρ, b)× π est re´ductible.
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